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Abréviations, 

Nous écrirons pour abréger 
P au lieu de Proposition 



Pp 

Dem 

Hyp ou Hp 

Ths 

Qfr. 

a. 

t. 

p.=:pag. 



Ft 



ProposîtîoQ priçnitive 

Démonstratkm 

hypothèse 

thèse 

confh)ntez 

an 

tome 

page. 

€ Introduction au Formulaire, a. 1894 * 

t Formulaire t. I, a. 1895 >. 
La lettre P, seule, signifie « la proposition que nous voulons dé- 
montrer » . Pour indiquer une autre proposition il suffit de faire suivre 
la lettre P du numéro de la proposition. 

Les démonstrations sont en général écrites entre [ ]. Les démon- 
strations des formules de logique n'ont pas, en général, pour but de 
nous assurer sur la vérité de ces formules; mais bien de réduire les 
formes de raisonnement qu'elles expriment aux formes pius simples, 
que nous ne pouvons plus décomposer, et que nous nommons propo- 
sitions primitives, Pp. 

Soit a une proposition contenant les lettres variables x, y. Nous 
écrirons 



(P'')a, ou a(P>A, 



ou 



(jp,^)(a^'?y)«> ott «(•«,y)(jp,Q') 



pour indiquer ce que devient la proposition a lorsqu'aux lettres xçXy 
on substitue les lettres, ou les valeurs, ou les expressions indiquées par 
les lettres p et g, et de même quel que soit le nombre des lettres. 

Les indications historiques, et quelques autres renseignements sont 
écrits entre { }. 

Les propositions importantes sont indiquées par *. 
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[K, e, o, r^i =] 

Notations. 

1. K signifie € classe >. 

S. Soit a une K ; xza indique la proposition « as est un a > . 

3. On divise une formule en parties par des parenthèses ( ) [ ] ou 
par des points. 

4. Les lettres a, 6, ... a?, y, z désignent des objets quelconques. 

5. Soient petq des propositions contenant des lettres variables a?, ... 0. 
La formule 

P0x....*q 

signifie c de p on déduit, quels que soient Xy .,.z y la q >. 

5'. On sous-entend les indices Xy ...z au signe 0, lorsqu'il n'y a pas 
d'ambiguité & craindre. 

b". Quelquefois on sépare l'hypothèse ou la thèse par un point. Donc 
p ,oq et po ,q sont identiques àp.o.^'^ou h poq . 

6. L'afitooaation simultanée des propositions p et 9 est indiquée par 
P'^q y ou par pq. 

6'. pqor signifie {pq) or, et jp ^r signifie p (qr), 

7. La définition symbolique d'un signe nouveau ce, c'est la convention 
d'appeler x un groupement connu de signes a ; on l'indique par 

a? = a . Df. 

7'. Si ce qu'on définit contient des lettres variables, et s'il faut d'abord 
limiter la signification de ces lettres par une hypothèse, alors la défi- 
nition a la forme 

Hyp . . a? = a . Df. 

T. Le signe [Df] indique les propositions qu'on pourrait prendre pour 
définitions, en échangeant le système des. idées primitives. 

Df. 

11. azK.o:Xyyea, = »xza.yta. DU 
j » » . == . (a? et y sont des a)j. 

12. aybeK.o .'.aob.^ixza .Ox*xzb . DR 
{ » » . « . (tout a est b)\. 
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12'. a , 6 , c e K . : a 6 c • = . a o 2> . fe f> c . Df. 

13. a e K . . a; e (x e a) » a . Df^ 
I > » «^ (les œ qui aaiisfont à la condition x e a)\. 

14. a , & e K . . a'^ô = aî e (se e a . 0? e 6) . Df. 
{ » » =- (a et 6)|. 

14'. » .o.a6«=aofe. Df. 

14". a,6,ceK.o.d&c = (aô)c . Df. 
14'"' * . : a6 c , t= . (a6) o c . 

a o 2»c . » . a (6c) . Df . 

15. a^h y ezK.oiixt a. Ox'xzb .o.x te. ^'^ ,àboc. Df. 

16. a,&eK.o:a = &. = .ao&.5oa. Df. 
16'. a,6,ceK.o:a6=:c. = . (oô) = c . 

a ae &c . = . a =» (6c) . Df. 

17. a , 6 e K . .'. a? e a . «=«; . a? e 6 : = : a = 6 . Df. 

18. a ,6yCeK . o::a?ea.o«:a?e&. ».a;ec.'. •« .*.a6oc.aco6. Df. 



21. aeK . o.aoa. Pp.. 

22, a^beK.o.abzK. Pp. 
♦23. » a&oa. Pp. 
♦24. » a6 6 . Pp. 

|P23P24 = Simpl == (simplifier)}. 

{21, 23. Leibnitii, Opéra phUosophica (Edit. J. E. Erdmann, Berolini 
a. 1840), pag. 98: 

« Propositiones par se verae: 1) a est a; 2) a6 est a »j 
♦25. ayhzK.aoh.xza.o.xzb, Pp. 

♦26. a,6,ceK.ao6.6oc.o.aoc. Pp.. 

{P25P26 = Syll = (syllogisme)}. 

{Aristotkles, Analytica Frioraj lib. I, cap. IV: 

€ Et' To* A xara* wavro ç tou B, xat* to* B xava wavTO^ç tou* Ty. 
€ a'va'yxiQ to* A xatza ttovto ç roo T xaTt)Y0pet96ai. j 
♦27. a,6,ceK.ao6.aoc.o.ao6c Pp.. 

{P27 = Cmp « (composer)}. 

{H. Mo CoLL, The CàLculus of équivalent statementSy Proc of the 
London Math. Society a. 1878, t. X, p. 16}. 

CybjCfdzK.o. P28-56. 
38. a 6 . . a a6 

[ Hp . P21 • . a a . a 6 . Cmp . o . Ths] . 
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29. aboc.aob.o .aoc {Fbbge, Begrifsschrift, a. 1879, p. 26}. 

[Hp . P28 .o.aoab.aboc. Syll . o . Ths] . 

30. aboba [Hp . P24 . P23 . o . ofe o 6 . a6 o a . Cmp . o . Ths] 

31. aoaa [Hp . P21 . P21 . o . a o a . a o a . Cmp . o . Ths] 

32. aob .0 .acoh [Hp . Simpl. o .acoa.aob . Syll. o . Ths] 
^33. aob .o,acobc Hp. P32 . P24 .0. ac o & . oc o c . Cmp . o . Ths] 
^34. aob .cod.o.acobd [Hp . P32 .o.acob .acod, Cmp . o . Ths] 

{Leibniz, id., pag. 98. 

« Ex quotcunque propositionibus fieri potest una, additis omnibiis 
^ subjectis in onum subjectum et omnibus praedicatis in unnm praedi- 
< catam. a est 6, et o est d, et e est f^ inde fiet ace est bdf. »| 

{Mo CoLL, a. 1878J 
3b. aob.aoc.beod.o.aod 

[Hp.o.ao&.aoc. Cmp .o.aobc 
Hp . . &c (l- 

Hp . . a 6c . 6c d . Syll . o . Ths ] . 
•36. aob.boc.cod.o.aod 

[ Hp . . a 6 . 6 c . Syll . o . a o c 
Hp . • c d 

Hp.o.aoc.cod. Syll . o . Ths ] . 
-37. abocacod.o.abod, 
d8. aob .bcod.o.acod. 

41. a^a [P21oP.] 

♦42. a^aa [P28 -nP31 . o . P.] 

{BoETius, De trinitate, etc., § 3 € Velut si dicam Sol, Sol, Sol, non 
très Soles efficerim, sed uno toties praedicaverim. » } 

{ Leibniz, id. p. 98: € Bepetitio ejnsdem literae in eodem termino 
est inutilis ».{ 

{BooLE, The laws of thoughtj a. 1854, p. 31 j. 
♦43. ab'^^ba [P30oP.] 

{Leibniz, id., pag. 98: 

« Transpositio literamm in eodem termino nihil mutât, ut ab coin- 
cîdet cum 6a, seu animal rationale et rationale animal ».( 
♦44. a6c « ac6 =t= 6ac . {Boole, a. 1854J [Simpl . Cmp . o . P] 

♦45. a = 6 . = . 6 = a 

[a = 6.=. ao6 . 6oa.=. 6oa. ao6.='.6=>a]. 

46. a = 6.6oc.o.aoc. 

47. ao6.6=ic.o.aoc. 
*48. a = 6.6=>c.o.a=»c 

[Hp .o,ao6.6oc.co6.6oa.o.aoc.coa.o. Ths] . 
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49. 


o = 6 


.b 


= c 


,c = d 


.a 


= d. 


*50. 


w^b 





.ac' 


= bc 




[Hp.= 


*51. 


a=&. 


c- 


= d 


o.ac = 


= bd 


[Hp 


♦52. 


aob. 


= 


.a = 


'Ob 







=.ao6.6oa.o.aco6c.6coac.o.Th^ 
,o.ac«=&c.6c = M.cr. Tbs j. 

Pfl 

{Leibniz, Id., pag. 102: 
c Omne a est &; id est aequivalent a& et a ».| 

[a 6 . P28 . . a oô . P23 . o . a « a& (1) 

a = a6.P24.o.ao6 (2) 

(l)(2)oPJ. 

*63. «o&c. = .ao&.aoc {Me Coll, id. f 

[a &c . Simpl . o • a o & . a o c (1) 

a 6 . a c . Cmp . o . a o 6c (2) 

(l)(2)oP]. 

*54. a? e &c . = . 03 e 6 . a; e c [= P14} 

55. a6oc.aco6. = .a6 = ac. 

56. a & . 6c d . 6d c .0 . oc == ocî . 

61. aeK . .'.ajea . = :66 K . ao6 . Oà . œeft 

[a&K.a;&a.&eK.ao6. Syll .o.xih (1) 

aeK.a;6a.(l).o:&eK-ao6.06.aîe6 (2) 

aeK:&&K.ao&.Oft.a3e&:o:aeK.aoa:o.â;ea (3)^ 

(2)(3)oPj. 

62. a,6eK.o.'.ao6. = :ceK.coa.Oc.co6. 

63. » . .*. ao6. == : ceK .6oc . Oc . ooc. 

70. (a? , y) indique le couple formé des objets x et y. 

71. (a; , y) = (a , &) . = . a; = a . y = 6 . DL 
*72. a,6,ceK :a;ea. (a;,y)e6.0a?,y .(aî,y)ec:o.\a?ea.o«:(a?,y)e6. 

Oy • (a? > y) e c . Pp. 

{P72 = Export = (exporter)}. 
*73. ajhjCzK.\xî,a.Ox'»(x^y)zh.Oy* {x^y) z c,\o \ x z a .{x,y)zb. 
Oa?,y (aî,y)ec 
[ Hp . aï e a . Syll . o : (a? , y) e 6 . Oy . (a? , y) e c (1) 

Hp . aï e a . (aï , y) £ 6 . (1) . . (a; , y) e c (2) 

(2) . Export . . P ] . 
{P73 = Import = (importer)j. 
*74. a , & , c e K . :: a? e a . Oo; : (» , y) £ 6 . Oy . (a; , y) e c . • . = . • . a? e a . 
(x , y) £ 6 : Oa;.y . (a; , y) £ c . [P74 =- P72r^P73J 

{Lambert, Logische und philosophische AbhandLungeny a. 1781,. 
p. 128: c Wenn a ein 6 ist, so ist es c. Dièse Formel kann allezeit. 
mit der folgenden verwechselt werden : ..• oô > c » }. 
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80. a2 = y. = :a6K.X6a.Oa.yea. Df. 

81. a? -a X , [a e K . a; e a . Simpi « o . a; e a : o . F} 

82. 05 =» y . . y = œ . 

[P81 . . » e7ê(2? = a?) . Hp . . y eël (2 = a?) . o . Ths]. 

83. a5==y.y = 2J.o.a5s=«. [Hp .0: a e K.x e a .0. y e a.2? c a :o. Ths] 

84. atK.xza.x^^y.ù.yza, [P80 . Import . o . P] 

85. a,biK,a = b.o.aob, 

[Hp.ajea.o.ae£Je(a5ea). P80 .o.bzz€(xzz).o.xzb (1) 
Hp . (1) Export .oixza.Ox^xzbio. ThsJ. 

(-] 

100. Soit p une proposition ; ^p désigne sa négation. 
' 101. a e K . o : œ - e a . = . - (a; e a) . DL 

102. »- — y . = . -(aï == y) . Df. 

103. aeK.o.-a=a;e [aî-ea] . Df.. 
103'. a,66K.o:a-6. = .ar>(-&) 

-ao6. = .(-a)o6 

-a=6. = .(-a) = 6. Df. 

à,6,ceK.o. P104-122 

104. a;e-a. = .aî-£a. ==.-(afea). fPlOl ^ P103 o P] 

105. (-a)eK. Pp. 
♦106. ^{^a)^a. Pp. 

JSegner, iS|p6cim67i logicae universaliter demonstratœ, a. 1740: 
« Si 05 ponatar pro non tHangulo, -œ erit triangulum »j. 

107. a6oc.o;ea.x-ec.o.a7-e&. Pp» 

108. oôoc.o.a-co-ô. [P107 . Export. 0. PI 

JP109 « Transp = (transporter)}. 

110. aob.x^zb.Q.x^ta. [P25 . Transp . . P] 

111. ao6.o.-6o-a. [PllO . Export . . P] 

♦112. ao6. = .-6o-a. 



*109. a6oc.«=.a-co-6 



[p"i("'a;r)pi"'>-p] 



JP112 î= Transp}. 

♦113. a = 5. = .-a = -6. [P112.0.PJ 

114. a - a 6 . [Simpl . . a - 6 a . Transp . . P] 



115. o-ao&-6. 



[(^^^)P114.0.P] 
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116. a-^a^b'-b. [pilô . (^^^)pil5.o.p"| 

117. a'-{ab)=^a^b. 

118. a = 6. = .ao6.-ao-6. 

119. [a^b)c-= iac) - (6c) . {Boole a. 1854 p. 34 j 

120. a5oc.a-&ûc.o.aoc. 

[Hp.o.a^-co6.a6oc.SyU.o.a-coc.o.-c--co-a.o.-co-a.o.aoc] 

121. acod.h'-cod.o.abod. ^ 
{Frege a. 1893 p. 30}. 

122. ao6. = .a-6o6. {PadoaJ 



201. a,&eK.o.av^6 = -[(-a)(-&)]. Df. 
{ » » =(a ou &)j. 

202. )» .o:aîea.w.a;e6. = .ajeavj6, Df. 
a,6,c,deK.o. P202'-242. 

202^. ab\jc = (a6)v^c 
a\jbc = ay^(bc) 
ay^b c . = . (aw6) o c 
a by^c . = . a o (6v^c) . Df. 

203. a^6eK. 
*204. aoa = a 

{Leibniz, id., pag. 95. 
« Si idem secum ipso sumatur, nihil constituitur novnm, seu a-ha==a. » j. 
[P201 . . aoa = - [(. a) (- a)] (1) 

P42.o.(-a)(-a) = (-.a) (2) 

(1) (2) P106 .O.P.] 
*205. a^b = b<^a. [P43oP] 

206. a^b^C'=(a^b)K^c, Df. 

*207. a^b^c = aK^c^b = b^a^c. [P44oP] 

*208. ao6.o.awco6oc. [P33oP] 

*209. ao&.cocZ.o.à^co&^d. [P34oP] 

JLeibniz, id., pag. 96: 

« Constitutnm ex contentis inest constituto ex contânentibos. Si a 
< est in m, et b est in n, erit a-h6 in m-Hn.»j 
*210. a = 6.o.aoc = 6v^c. {Leibniz id. p. 96} [P60 o P] 

*211. a = 6.c = d.o.aoc = 6od. { » . »} [P51 o Pj 
*212. ao6. = .fe = ao6. [P52oP] 

{Leibniz, id., pag. 96: 
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« Si quid additur ei coi înest nîl constituitur novL Si 6 est in a erit 

« Gonversum theorematis praecedentîs : Si quld addendo alteri nil 
« constituitar^ ipsum alteri inest. Si a-hb^a^ tum b erit in a. *\ 
=*213- aoc.6oc. = .ao6oc. [P53oP] 

{Leibniz, id.^ pag. 96: 

« Cni singula insunt, etiam ex ipsis constitatum inest. Si a est in o 
-c et 2) est in c etiam a h- 6 erit in c. »| 

214. a6oacoa(6wc) . 

[aboa. Transp . o • - a o - (ab) (1) 

acoa. » -ao-(ac) (2) 

(1) (2) . Cmp . . -ao-(a&)-(ac) (3) 

(3) Transp. 0. ab^acoa (4) 

abob . Transp . o . - 6 o - (ab) (5) 

ococ. » -co- {dc) (6) 

(5) (6). Cmp. 0. -5-co-(aô)-(ac) (7) 

(7) . Transp .* . oôvjoco&oc (8) 

(4)(8).Cmp.o. P]. 

215. a{b^c]oab^ac 

[aboab. Transp . o . a [- (qb)] o (- b) (1) 

oc oc . > . . a [- (oc)] (- c) (2) 

(1)(2) . Cmp . . a[- (a6)-(ac)] o (-6)(-cj (3) 

(3) . Transp . • P]. 

^216. a{b^c)^abKyac. [=P214 '^ P215] 

(Lambert, a. 1781, p. 33: 

< Will man aber setzen (m-+-7i)a, so ist dièses e=waH-7ia»j. 

jBooLE, MathemaiiccU analysia of Logic, a. 1847, pag. 16. } 

217. {a^b)c^=^acy^bc . 

218. (ao&)(cod) = ocv^cKïv^&coôd . {Lambert id.} 

219. aoawfe. {Leibniz, id., p. 9d{ [P23oP] 

220. a^ab^a. [aboa. P212 . o . PJ 

221. a{a^b) = a. [P219 . P23 . o . P] 
{220, 221. ScHRÔDER, Operationskreis d. LogikkaUcuU, a. 1877, p. 12.j 

.222. (a ^-^ c) (& v^ c) = oô o c 

{Peiroe, Proc. of the American Academy^ a. 1867, p. 250.} 

223. aco&c. aocoôoc. 0. ao& . 

{SoHRÔDER, Algebra der Logik, t. I a. 1890, p. 362.} 

224. ac=bc . a^c=b^c . o . a=& . {Scbkôder, a. 1877, p. 12 j 

225. a = b.=P .a^boab. { » a. 1890, p. 382j 

226. (a ^ b){b ^ c){c ^ a)^ab <^bc^ca. { » » p. 383J 
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227. abocd.h^coa^d.Q .bod. 

{Vâilati, Rivista di MateBUitLca, 1891, p. 103.| 

228. aob .^.aoe.o .aob^c . 

229. aocKy.boco.dboc 

{228, 229. Mo Coll, The calculus of équivalent statements. Proc. 
of the London Mathem. Society, a. 1878, p. 16. ( ' 

230. acob.aob^c,Q,aob 

231. aob^c.bod,cod,o.€^od 

{De Morgan, Formai logic, a. 1847, p. 123|. 

232. aob^c .abod .acod.o .aod 

{PiKRi, Sui priiicipii che reggono la Oeometria di poaizione, Atti 
Ace. Torino, a. 1895, p. 612.} 

233. aob,boc.-= .ay^bobc. {Padoa^ 

234. xz{x&a.^.xzb) = a^b . 

240. xea^b .=:ctK .aoc.boc .Oc'SCzc . 

[P61.0.'. aîeaoô .=:cE K.awôDc.Oc .aîec (1)' 

fl) P213 . . P.] 

241. a^b = xt{czK.aoc,boc.Oc» xtc) . [DQ. 
[P2400P]. 

242. a^b^c = xz{dtK.aOd.bod,cod.Od 'Xid) . 

243. P241.P42.46.44.33.34.50.51.52.53.23 . . P204-214.219-221.231. 

a,6,c,d,eeK.o. P251-277. 

♦251. - (a6) = - a»^- & . [P201 o Pi 

*252. -(ao6) = (-a)(-6). 

{251-252. De Morgan, On the syllogismy Cambridge Phil. Trans- 
actions, a. 1858, p. 208|. 

253. a&o c . = . aoc'^-& . 

[Transp .0: a6oc.==.6-co-a 
Transp.o: » . = .aocv^-6]. 

254. a-6oc. =.ao6oc. [P253fe(^oP] 

255. aboc^d , = .a^co-'b^d. 

{253-255. Peirce, On the algebra of logic. American Journ. or" 
Mathematics, a. 1880, p. 36} {id. a. 1867}. 

256. xza-^b.^'.ceK.aob^jc.Oc.xec. 

[P61 .o.\ a;8a-6. = :ceK.a-&oc.Oc.aîec 
P254 . . P]. 
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267. a-6 = 51 (ce K .aoôv^c . Oc. ajec) . [DfJ 

[P256 0P] 

258. xza^b.aob^c.o .xzc. [P267 . Import . . P] 

259. ao6v-;c.o.a-6oc. [P258 . Export . . P] 

260. aoô.o.c-ôoc-a 

Dem 1 . [Hp .P112.0.-6o-a.o. Ths] 

Dem2.[Hp.deK.P208.o.aodo&'^d. (1) 

» » .coav^d.(l).8yll.o.coôwd. (2) 

» > » . a? e o-^.(2).o.a5 e o4).cob\yd . (3) 

• » » > .(3).P268 . . a; e d . (4) 

Hp.aîec-6.(4)Export.o:deK .coav-'d. Od .ficed. (6) 

» » .(5).P267.0.aî6C-a. (6) 
(6) Export . . P] . 

270. (awô)(6v-'-e) = a-ew66. {Pkiroe, a. 1880, p. 36j 

271. (aev^ô-e)(ceod-c) = ac6v-r&d-6. {Boole, id.j 

272. - (oe «^ ô - e) = (- a)e ^ (- b) (- e) . {Schrôder, a, 1877 , p. 19 j 

273. aboae^b^eoa^b {Sohr5dbb, a. 1891, p. 34| 

274. av^6 = ao(-a)6. { » a. 1890, p. 308| 

275. ao(ô-6) = a. 

276. abua-b^a. (Lambert, p. Il] [Schrôder, a. 1877, p. 14 J^ 

277. a = 6-cv^c-6.0.6 = c-aoa-c 
{Jevons, Pure logic, a. 1864, p. 61}. 

[-A] 

300. a e K . .*. a = A . -= : 6 e K . 0& . a & . Df. 
{ » » r= (la classe a est nulle)}. 

300'. atK.O r.xza. =a; a : = . a = a . Df. . 

{ » » =(la condition xia est, par rapport à 

Xy absurde}}. 

a,&,c,deK.O. P301-333. 

301. a^A.o.aob. [P300 . Import . . P] 

302. a = A.6 = A.O.a = 6. [P301 . . P] 

303. ao&.&»A.o.aB.A. 

[Hp .etK.O.boe.aob.o.aoe. 
Hp.o:eeK.Otf.a06:o. Ths] . 

304. a = ô.6 = A.0.o==A. [P303 . . PJ 

305. a = A.0.a6=»A. [a6oa.a = A. P303 . . P] 

306. aoô.6c«=A.o.ac = A. | Aristoteles, id. id.}^ 



Ô07. aoc.hod.cd^A.o.àb'^A. {De Morgan, a. 1847, p. 123| 
308, asK.a = A.a;ea.— A 

[a £ K . a = A . P30(/ . o : a? e a . =« . a 1) 

(1) . Import .O.P.] 

*310. x&a.Oxi (2C,y)e6.=y a .•. ■» .'. œea . (a? , y)e6 . =a;.yA 

[P74 . c = A . . P] 

[-, = A] 

*32L a ^ a = A . [P114 . . P] 

{Leibniz, id., p. 95: « Si idem ponitur et detrahitor^ quidquid mde 

< in alio constitaitur, coincidit nihilo » « ut pro m-^m ponendo 

J^ibil *.j 

(EjCHERi a. 1761} 

322. ao&.o.a-fe = A [Hp .o.a-6o6-6 = Al 

S23- a~fc = A.o.ao6 [Hp.O.a - 6 ô.Transp .0. a o 6 ^ ô.o.Ths] 

*324, ao&. = .a-6 = A [P322 . P323 .O.P.] [Df] 

{Leibniz, id., p. 102: « Omne a est 6, id est ... a non b est non 

325. iï5^A.==.ao-6. 

326. ao6.a- = A.o.6- = A. [P303 . Transp . o . P] 

327. ao^,ac- = A.o.6c-='A. [P306 . » ] 
'328. aoc.6od.aô- = A.o.cd-==A. [P307 . » ] 

329. ai^- = A.o.a- = A.fe- = A. 

-331, [œ ,|/)e6 .-=y A:Oa?. «ea.*. =» .'. (a?,y)e&. Oaj,y . îcea 

r(" ^j P310 . Transp . . p"| 

332. (a:? ^ï/)Êa.-=y a: ==rrA .'. = .'. (a?,y) ea . =a:,y a 

[(-)P33.,„.P] 

333. (j:,y)6a.-=y A:-=a;A.*. = .'. {x ,y) ea . -=a?,y a . [=P332] 

[^,=-A] 

a .b^Cjd^Xyy yZsK.o. P341-358. 

*34L 6 = A.0.ao& = a [Hp . o.ôoa. o . Ths] 

*342, £î-6 = A. = .a = A.6 = A {Boole, a. 1864| [P213 . c=a.o.P] 

343. a = A.o.6=-A.o.a6 = A. IP229. » ] 

-344, aob^c.ab = jL.o,aoc {De Morgan, a. 1847, p. 122} 



§1. w^==A;-;V>, = A; = v;a la. 

345. aw&=>cv-'d. a = c . aô«=» A.cd = A . . 6=«d, 
{Leibniz id. p. 96: 

« Si a-4-& = c-f-d, et a^c , erit 6 == d , modo a et & itemque- 
e et d sint intercommnnicaiitia » |. 

346. a6 = A.ajoy = av^&.a5oa.yo6.o .aoœ .boy . 

347. œoa.yohjsocx ^y^ z=^a o 6 o c.c^=A.ac«= A.&c=A.o.a=»a;.2>«=y.c=2L- 
|346-347. HaubeB) Scholae logico-'mabh&maUcae^ a. 1829, § 291.} 

[-,v^, = a] 

351. a = ô. = .a-&vj6-a=» A, {Sohrôder, a. 1877, p. 17} 

352. a = 6wc .&c=«A.o.fe = a-c. {Boole a. 1864 p. 35} 

353. avj6- = A.==.a- = A.w.6-«A. [=P342J^ 

355. aaît^&-a?=»A. — .ôooîo-a {Boole, a. 1854, p. 101} 

356. aa;v^6-aj=»A. o.aô==A { » > | 

357. aaîo6-a;- = A . .a^^&-=» A. 

358. aa5vj6-aî=s A. caîv^d-a5-«A.o.a6 = A.c-av^d-&- = A. 
J357-358. ScHKôDER, Âlg. d. Logik, t. II, a. 1891, p. 200, p. 205^" 

H y] 

361. aeK.O.*.a = v. = .&8K.06.&Oa. Df.. 
{ > t = (a est la classe universelle)}. 

362. » » =.-a=»A. 

363. aeK .0.-a = »7(6eK.ao6 = v.06 .a;e6). [Df] 



[«] 

40p. aeK.o:aa. = .a-=>A. Df. 

{ » » == (il y a des a)}. 

400^. a,6eK.o.aar%6=aa(a<^6). Df. 

a,6,c,deK.o.P401-414. 

♦401. a?e a . . a a . [= P308J, 

♦402. ao6.aa.o.a6. [-=P326l 
402^. » » . . a a& . 

403. aoô.aoc.o.aôc. [«P327] 

404. aoc.ôod.aaô.o.acd. [=P3281 
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♦406. (a? , y) e 6 . Oa;,y .a!îea:«:Hye(aî,y)e&.o«.a;ea I=P33I1 

{P405 = Elim y = (éliminer la variable y)\. 

♦406. a âcTa yl (a? , y) e a . = . a (a; , y) e (a? , y) e a . [=« P333] 

406'. » . «= . a a . 

406". » . =« .Byla»ê(a;,y)ea. 

407. a y e [aï e a . (a? , y) e fe] . —a: .a;ea.aye(2;,y)e6. 

408. a a? 6 j» e a . a y e [y e 6 . (aï , y) e c] j = 

a y e {y e 2) . a a; e [a? e a . (a? , y) e c]| • 

409. a (a? , y) e (aî8a.ye6).=a.Ba.aô. 

410. a(av^&).«s.aa.o.a2). 

411. aofe. = .aKocÊ[a-=fec]. [Df] 

412. » .=».aK^cê[av^c = 6]. [Df] 

413. ao&. = .-a(a-&). [Df] 

414. a = A.^.-aa. [Df] 

420. taî = ye(y = aî). Df. 
} » =(égalàa:)j. 

421. y e i aï . = . y = aï . [= P420] 

422. aeK.o:aîea.=.. laroa. [Df ] 

[P84 o: aeK.xea.yeta;.o.yea. (1) 

(1) Export . o: aeK.a;ea.o:yeix.Oy.yea. (2) 

(2) . : azK,xza ,0 ,ixoa. (3) 
aeK.ta;oa.o.a;eia;.ta;oa.o.a?ea. (4) 
(3)(4)oP]. 

423. aeK.o:aî,yea.==.ta;otyoa. 

424. aeK.o:a;ea. = .a(ia;)^a. [Df ] 

[Hp . a? e a . . a; e t a; . a? e a . . a (i a;) <^ a . (1) 

Hp . y e t a? . y e a , . 05 e a . (2) 

Hp . a (i a?) <^ a . . a; 6 a . (3) 
(l)(3)oP]. 

425. aeK.o:aî-eo. = .ia;oo = A. [= P424] [Df ] 



430. asK.aa:a?,y£a.O/r,y. a?=y :o: a? = t a . = . a «= t x . Df. 

{ » » > =(aî constitue tonte 

la classe a)\. 



l<777 Vifii.; • 
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431. a6K.aa:a;,yea.pa?,y.a; = y:o.tasa 
iHp . X =Ta .o.a = ta5.o.iaJoa.o.aîea 

Hp . : a? = ïa . Oa? . a e a : : Ths . j 

432. "i i a? = a; . 

433. aeK.0.-a = rKâc7[aoa? = A.aoaj=>v]. [Df] 

434. A=='ÎKoscê[aeK.Oa.a;oaI. • pf] 

435. A— 'i'»ê[aeK.Oa.a-a:=a?]. pf] 

436. AsK 

•a e K . • 

*437. Aoa [=P301] 

^438. a A . = . a = A JSchrOdee a. 1890 p. 190( [=P303] 

♦439. aA = A {BoOLE, a. 1854, p. 47} [==P305] 

440. av^A = a. } id. j [=P341] 



^60. mK.o.K^u^Kr^xl[xou]. Df. 

I , 9 » (clasge do u)\. 

451. azK.o:htK'a. = .bzK.boa. [= P450] 

452. a e K . : & e K'a . = . a K ^cT(& = cr\a) . 
463. a,&eK.o:6oa. = .feeK'a. 



461. w*i4 = a;& ja .t^oy e (ajey)}. 
I » = (la somme logique des u)\. 

462. r^^u = xl\yzu.Oy .xey\. Df. 
I » = (le produit logique des u)\, 

463. o* (i«v^t;)=»(v^* tft)o(^*v) . 

[P461.0. v-r' (ttov) = »Ta{(uot;)oyê(£C£y)} 
P217.0. » =^:a,\ur\yz{xty).^.v^yz {xzy)\. 
P410.0. » ='xz\^u^y z {x e y) .^ .^ V r^y z (x zy)\ 

P234.0. » ^xl:K\u^yz(xzy)\^x&^\vr^yz{xiy)\ 
P461 .O.P.] 



Df. 
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464. <^* (î^ov) =(n* tt)'^(<^*t?) . 

[P462. .^' {u^v) = œB(t/tu^v . Oy .xzy) 
P202 .0. » * {yzu.^.ptv.Oy .xty) 

P213 .0. » * {ytu.Oy .xzy:^:yzv .Oy .xty) 

P234. 0. » ^^xz{ytu.Oy.xzy)^xz{ytv.Oy.xty) 
P462 .O.P.] 

465. uov .0 . o*uOv^'v. [Hp . . t; == i^ot; . P463 . . ThsJ 

466. wov.o. /^^ vo^*!^. [» » ]^464 » ] 

467. o *(t^ o v) ( o 't^) '^ ( o 'v) , [Hp.D.w -^ Wtt.t^/^ vOt;.P465.D.Th8] 

468. {r^^U)^{^r^^v)0^\ur^v) . [ » » .P466.0.Th8l 

{P463-8. C. BuRALi-FoBTi. « 8wr quelques propriétés des ensemble» 
d'ensembles ». Math. Ann. t 47 a. 1895}. 

470. atK .bzK^K.xza.azb.o 'XB^^b. 

471. atK.O.^'(}L'a) = a. 

472. » .O.o'{K"5T(ao6)}=»a. 

500. a,&eK.o.'.ueaj&. = :a;ea.Da;.a?ue&. Df» 

I > » =»= (t^ est une correspondance entre les a 

et les b)\. 

601. » . .*. t^etfa. = : œea. Oa?.i«t5e&. Df. 

{ » » « (u est un 6 fonction des o)}. 

502. aybyCzK.utajb.vzbjc.xza.o. x{uv) == (aîM)v = xuv . Df. 
a,& ,c yCÎ&K .0 •'. 

503. uzajb.x ,yza,x=^ y .o.xu==yu, 

[Hp.v 6 K.ani 8 v.o,x zxz {xuzv) P80.o.y zxz (am z v).o.yu z v (1) 
Hp.{l).Export.o:î; s K.xu z v. Oo *yu z vio.Ths]. 
[P81 .xzzz{zu^ xu) . Hp . . y e Je («u « (cu) • o . Ths]. 

604. uzajb.xza.o.xuzb, [P500 . Import . o . P] 

605. uzajb.coa,o,uzcjb 

[(1) Ep.xzc.o.xza Syll . o . (1) 

(2) Ei^.xza.o.xuzb P504 • . (2) 

^ (3) E^.xzc.o.xuzb (1) (2) . P37 . . (3) 

(4) E^ .oixzc.Ox^xuzb (3) . Export • o . (4) 

(4).P500.o.P.] 

606. uzajb,boc.o.uzajc 

[Hp .xza.o,xuzb,boç,o.xuzc. 
E^:o:xza,Ox'Xuzc:oi Ths .] 
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507. uza^c.mbjco .uz{ay^b)jc 

[(1) Hp . : a? Ê a . Oa; . aîu Ê c . 
(2) Ep .oixzb .Ox*xu&c . 

Hp . (1) . (2) . P213 :o:xza^b.Occ>xuzc:o: Ths] 

508. (aw&)jc. = .(ajrVf&jn^ [= . P506 . P507] 
609. majb,ve.bjc.o , lie zaj^c . [P502 o P] 
510. ueajb . vsb}c .w^cjd . X i u . .1 . {.vuXvw) = (icuv)w . 

[j,Sim] 

620. a,6eK.o.*. tte(oj6)Sim. = :tteaj&:aî,yea.x-=ay.Oj;,y, 

{ » » = (t^ est une correspondance entre 

les a et fe, semblable)}. 

a,6,ceK.o .'. 

621. u e (a j &) Sim .coa.o .ut{c}b) Sim . 

r(l) Hp.P505.o.uecj&, 

(2) Hp.aî,y£C.a;- = y.o.a;,yÊa.a;- = y.o. a?tt-=yw. 

(3) Hp . : a? , y e c , X - = y . Ox , y . aîw - ==» y w . 
(l)(3)oP]. 

522. w e (a j 6) Sim . 6 o c . o . w e (a j c) Sim . [P506 o P] 

523. u e (aj. b) Sim .a?,yea.o:îc = y, = .a::w = yw. 

524. t^ e (a j 6) Sim . v e (6 j c) Sim , o . wu e (a j c) Sim . [P509 o P] 



[J,rcp] 

530. a,6eK.O.'.'we(aj6)rcp.=:i^(ajfe)Sim:ye& . Oy . ^ar^xT(xu-^y). Df, 
{ » » = (tt est une correspondance réciproque)}. 

531. a , & , c s K . u e (a j 6) rcp . v e (& j c) rcp . o . t^v e (a j c) rcp . 



Form. u 
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NOTES 



§ 1. Logiqae mathématique. 

La Logique mathématique étudie les lois de la logique k Taide 
^es formules et des méthodes des sciences mathématiques. 

L'analyse complète des idées de la logique nous a conduit à ce ré- 
sultat qu'on peut les exprimer par un petit nombre de conventions. 

Les conventions, dont nous faisons usage, sont, en partie, réducti- 
bles à d'autres plus simples, au moyen de définitions. Les conventions 
-que nous ne pouvons plus décomposer, sont expliquées par le langage 
ordinaire. Nous allons donner ici des explications et des exemples, 
pour faciliter la lecture des propositions du Formulaire (*). 

Prop. 1. K. 

Nous écrirons le signe K au lieu du mot < classe ». 
Voici, comme exemples, quelques classes importantes, qu'on ren- 
contre dans Fj , et que l'on a désignées par des signes arbitraires : 
N signifie « nombre entier positif » 



Np 


)> 


« nombre premier » 


No 


» 


« nombre entier positif ou nul » 


n 


» 


« nombre entier » 


Q 


» 


« nombre réel positif » 


q 


» 


« nombre réel » 


q' 


» 


« nombre imaginaire ». 



(*) Nons avons publié la première fois le Formulaire de Logique dans la Ri- 
vista di Matematica, a. 1891 , p. 24, 182. H a été reproduit avec des additions 
«omme I partie du Formulaire de Mathématiques, t. I (a. 1893-95). On doit à 
M. Vailati beaucoup d^ndications historiques. Nous le publions maintenant avec 
<de nonveUes additions et un remaniement. 
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Par des conventions, que nous expliquerons dans la suite, on a aussi 
les notations 

Nxa = (multiple de à) 
N* = (nombre carré) 

N^-f-N' == (somme de deux carrés) 

On peut regarder le signe K comme une abréviation du mot 
« classe ». Mais il correspond aussi aux mots « ensemble, idée gêné* 
raie, nom commun, ... conceptus, terminus, ... o\>oii.a, opoq (Aristote),... 
BegriflF, Menge, ..., term, conception,...; et il n'a pas toutes les signi- 
fications de ces mots. Car le signe K est un symbole ayant une signi- 
fication constante. On rencontre ce signe presque exclusivement dans 
les. formules de Logique. 

Nous donnons, en général, aux symboles, une forme typographique 
composée d'une ou de plusieurs lettres initiales du mot correspondant 
dans le langage ordinaire. Ainsi il est facile de se rappeler sa signi- 
fication; et Ton n'introduit pas de complications typographiques inu- 
tiles. Mais la forme des symboles est une question de convention^ 
d'importance tout à fait secondaire. Ce qui est important, c'est de fixe?" 
par des signes un certain nombre d'idées, bien déterminées, par les- 
quelles on peut composer toutes les autres. Jusqu'à présent on a ana- 
lysé les idées qu'on rencontre dans la Logique, et dans quelques théories 
algébriques; lorsqu'on aura analysé et réduit en symboles une grande 
partie des sciences mathématiques, on pourra s'occuper de donner aux 
signes une forme définitive. 



P2. Ê. 

Soit a une K; nous écrirons xza pour indiquer la 
proposition singulière « x est un a ». 
Exemples : 

9eN* (9 est un carré) 

13 £ N* H- N* (13 est la somme de deux carrés) 

2^^ — 1 £ Np (2^*— 1 est un nombre premier). 

Le signe e est l'initiale du mot 'eari'. 

Nous sommes maintenant en cas d'exprimer symboliquement quelques- 
propositions. Arrêtons-nous sur ce point. Une partie de l'objet de la 
Logique- mathématique est de construire un système de conventions,, 
ou un langage symbolique pour représenter toutes les propositions ; 
une autre partie de cette science étudie les formes de raisonnement. 
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Nous ne définissons pas le mot « proposition », ni ne l'introduisons 
•comme idée primitive ; le signe P figure, comme abréviation, dans les 
-citations seules pour nous rappeler les propositions précédentes. 

Une proposition peut être indiquée par un signe simple; p. ex. un 
coup de canon peut signifier « il est midi ». Dans le langage des 
sémaphores il y a des signes équivalents à des propositions complètes. 
Le mot « cogito » est une P. Mais les propositions sont, en général, 
composées par des ensembles de signes. 

Quelquefois une P est indiquée par la coexistence de plusieurs 
signes. Un drapeau, de couleur et de position déterminées constitue 
un signal pour les chemins de fer; ce signal est une P. Nous nous 
limitons à la considération des suites de signes, c'est-à-dire de signes 
-qui se succèdent dans le temps, comme dans le langage parlé, ou sur 
une ligne comme dans les formules qui suivent. 

Les symboles de l'Algèbre nous permettent d'exprimer quelques 
^propositions : 

2-4-3 = 5, 5<7, ... 

Nous conservons ces symboles; quelquefois . nous généralisons même 
leur signification; mais lorsque nous rencontrons des idées qu'on ne 
peut pas exprimer par les symboles de l'Algèbre, nous introduisons des 
symboles nouveaux. P. ex. nous voulons exprimer la proposition 

7 est un nombre premier; 

nous avons déjà un symbole pour indiquer le sujet 7; nous introdui- 
sons un symbole Np pour signifier « nombre premier »; et un sym- 
bole £ pour signifier « est un »; alors la proposition énoncée se trans- 
forme en 

7 £ Np . 

Nous ne pouvons pas écrire 7=Np ; car de cette égalité, et de ll=Np 
on pourrait tirer 7 = 11. 

La convention dont nous faisons usage est conforme au langage or- 
dinaire; mais on pourrait faire une convention différente. On peut p. 
ex. convenir d'indiquer par un symbole, et soit a, l'expression « est 
un nombre premier »; alors la proposition considérée s'énonce « 7a », 
-où il n'y a plus le signe s. Le signe « a » correspond à l'ensemble eNp. 
Appelons pour un instant, propriété^ l'ensemble du signe e et du nom 
-d'une classe. On passe de la convention dont nous faisons usage à la 
^convention nouvelle, en considérant comme un signe simple le signe & 
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suivi du nom d'une classe. On passe de la nouvelle convention à la. 
primitive, en convenant que « tout nom d'une propriété commence 
par un signe e >. 

Dans le langage ordinaire on a aussi les deux formes « Pierre est 
écrivant » et « Pierre écrit ». 

La remarque que nous venons de âiire est importante; car si au 
lieu des K nous parlons des « propriétés », on supprime le signe e, 
et Ton réduit le nombre des idées primitives. Mais il n'y a pas d'avan- 
tage pratique dans cette substitution. 

Selon la notation 2, que nous venons d'expliquer, la formule x e a^. 
si a n'est pas une K, n'a pas de signification. Si on remplace la P2 
par « a? e a signifie a est une classe, et â? est un a » quelques formules 
se présenteront sous une forme un peu différente. 



P3. Parenthèses et points. 

Pour indiquer l'ordre dans lequel il tîaut grouper les signes, on 
peut adopter les parenthèses connues en Algèbre. On arrive au même 
but, en général avec avantage, par des points. Nous diviserons 
une formule en parties par un point écrit où l'on fait la 
division. Si à cette place on a déjà un point, on écrira 
un nouveau point, et ainsi de suite. 

Les parenthèses et les points sont deux formes d'une même con- 
vention. Si a, ^, c, ... désignent des signes quelconques, les grou- 
pements 

1) ab .c y a.bc , a:bc .d , a:b . cd , ab .cd , 

a.bcid , ab.cid 

sont aussi indiqués par 

2) (ab)c , a{bc) , a[{bc)d] , a[b(cd)] , (ab){cd) , 

[a{bc)]d , [{ab)c]d. 

Dans le Formulaire on donne la préférence aux parenthèses dans 
les formules algébriques, et dans les formules composées comme les 
algébriques; mais on se sert des points pour séparer les propositions 
partielles d'un théorème; car dans ce cas les parenthèses seraient 
absolument incombrai^tes. 

Appelons «, /*, ^ les combinaisons a&, bc, cd] les expressions (1)- 
se réduisent à 

3) ec , af , a.fd , a.bg , eg , af.d , ec,d. 
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Eéciproqnement, si aux signes simples a , & , c on substitue pq^ rs y 
t.uvj l'expression a.bc se transforme successivement en 

pq.bc pqirs.c , pq .'.rsit.uv . 

Quelquefois on rencontre dans la même formule des parenthèses 
et des points; alors il faut d'abord réunir les signées entre parenthèses. 
Ainsi les trois formules suivantes sont identiques 

(ab,c:de).fg:h , aà .cide r. fg ::k , {(((ab)c){de))(fg))h 

Une troisième façon d'indiquer le groupement des signes, mais 
dont nous ne ferons pas d'usage, est fournie par les vinculums] les 
groupements (1) sont indiqués par 

abc abc abcd etc. 

Dans Fq (Introduction au Formulaire) § 10 on trouve des calculs 
sur le nombre des décompositions possibles d'une formule. 

On attribue l'usage des parenthèses à Girard (a. 1629). 

Dans le langage ordinaire il n'y a pas de parenthèses; le groupe- 
ment des mots est indiqué par les règles de la syntaxe. 

P4. Lettres variables. 

Nos formules sont composées de signes écrits, en général, sur la \ 
même ligne. Les signes ayant une signification constante ont une forme \ 

typographique spéciale, ou sont composés par de^ lettres grecques ou \ 

romaines. \ 

Par les lettres (italiques) a, b, ... x, y, z nous dési- ', 

gnerons des objets quelconques, variables avec la for- 
mule. I 

L'usage des lettres variables nous est familier par l'Algèbre et par j 

la Géométrie; on les rencontre dans les Œuvres d'Aristote pour re- ' 

présenter les idées de Logique (Cfr. P26). Dans le langage commun 
il n'y a pas de lettres variables; elles sont remplacées par c un, un 
autre, le même, ...» * 

Dans ces explications nous dirons que, dans une formule, une lettre 
jest réelle ou apparente, selon que la valeur de la formule dépend, ou 

ne dépend pas du nom de cette lettre. Ainsi dans ^^ x'^dx, la lettre x 

est apparente et la lettre m réelle. Toutes les lettres qui figurent dans 
un théorème sont apparentes; car sa vérité est indépendante du nom 
des lettres. La convention des lettres variables est liée aux conventions 
suivantes. 
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P5. 0. 

Soient p Qt q des propositions contenant de lettres va- 
riables a? , ... 2 . Nous écrirons 

P0xr..zq 

pour indiquer la proposition 

€ de p on déduit, quels que soient x , .,, z , Isl q >. 

Si le signe o porte comme indices a?,... 2, toutes les lettres var 
riables qui figurent dans les propositions p et q, ce qui arrive lorsqu'il 
est le signe de la déduction principale d'un théorème, nous sous-en- 
tendrons ces indices, et nous écrirons pour abréger 

poq y qu'on lit c de p on déduit q » . 
Exemples : 

a£N.o.a(a-i-l)(a-i-2)eNx6 

« Soit a un nombre entier; alors le produit a(a-H l)(a-f-2) est un 
multiple de 6 ». 

aeNp.o.(a — l)!-i-leNxa 

« Théorème de Wilson ». 

Les points divisent ces propositions en trois parties: hypothèse, signe 
de déduction et thèse. Le signe o porte comme indice sous-entendu la 
lettre a, qui, dans ces propositions, est une lettre apparente. 

P6. o. 

L'affirmation simultanée des deux propositions p et q 
est indiquée par p^q^ ou simplement par pq , 

pqr désigne l'afi^mation simultanée de pq et de r. 

On peut lire le signe r\ par le mot eL L'opération indiquée par 
ce signe s'appelle multiplication logique. Le signe r\ est presque 
toujours sous-entendu. 

Pour abréger (P6') nous convenons que les formules aboc et aohc 
signifient {ab) o c et a o (&c). Lorsqu'on veut écrire a (& o c) et (a o h) c, 
on ne peut pas supprimer les parenthèses, ou les points. 

oî e N . œ < 17 . . ce* — ce -h 17 e Np Lbgendrb. 

« Quel que soit l'entier .'», plus petit que 17, la formule x^ — a:-+-17 
donne toujours des nombres premiers » . Sans l'abréviation P6' il faudrait 
décomposer cette proposition comme il suit: 

^~— — ^ • ^~— — ^ : • — ^— ^■^— — ■ 



■ '.«S-V- 
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Dans les exemples que nous allons écrire, nous ferons usage de la 
définition donnée par la Prop. 11 ; en conséquence 6 , n e N est une 
abréviation de & e N . ti e N . 

a&Np.6,neN.6*eNxa.o.&eNxa Euclide, IX, P12. 

« Pour qu'une puissance 6" soit un multiple du nombre premier a, 
il fout que la base soit aussi un multiple de a ». 

Les 4 points divisent cette proposition en 5 parties: par la con- 
vention 6', les trois premières forment THyp; on a ensuite le signe 
de déduction, et enfin la thèse. 

Dans ces exemples il n'y a qu'un seul signe o , qui est le signe 
de déduction pnncipale; il porte comme indices sous-entendus toutes 
les lettres variables qui figurent dans les deux membres. 

Voici une proposition, dont l'hypothèse contient le signe de dé- 
duction: 

a,b ,ctq:xsq.Ox» cix^ -4-6a5-hc = 0:o.a = 0.6==0.c = 0. 

« Soient a y b ,c des quantités, et supposons que, quel que soit le 
nombre a?, le trinôme ax^-hbx-hc soit toujours nul; alors les trois 
coefficients sont nuls >. 

Cette proposition est divisée par les 2 deux-points en trois parties 



■:o. 



dont la dernière contient le signe de déduction, et une proposition; 
donc, par la convention 5", cette proposition est la Ths; les deux pre- 
mières parties forment l'Hyp. Si l'on n'adopte pas les abréviations 
5" et 6' sur les points, on décomposera cette proposition ainsi: 



.". o. 



Par la seule convention 5" on aura la division 
: .•. . 



et par la seule 6' 



Les conventions 5" et 6' apportent donc une abréviation dans les 
points; dans une longue suite de propositions cette simplification de- 
vient importante. 
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• 

Dans les exemples qui vont suivre, on rencontre le signe mp (XyO)^ 
qui signifie < l'exposant de la plus grande puissance de x contenu» 
dans a ». 

a,&eN:a;eNp.Oa;. mp (oî , a) e N^, x 6 : o . a e N* . 

« Soient a et & des entiers; si tout nombre premier est contenu dans 
a à une puissance multiple de b^ alors a est une puissance b^^^*». 

Comme exemple d'une proposition où le signe de déduction se ren- 
contre dans la thèse, on peut donner la réciproque de la proposition 
précédente: 

a,&eN.aeN*.o:aîeNp.Oa?. mp {x , a) e N^^ x 6 

« Si a est une puissance 6'*»«, alors quel que soit le nombre premier 
a? , on a ... ». Le signe . o : a les indices sous-entendus a , ft ; le signe 
. Ox . porte l'indice x, qu'on pourrait aussi sous-entendre, sans am- 
biguité. 

Mais dans ce cas, par la formule 73 de logique, on peut importer 
l'hypothèse, et réduire la proposition à ne contenir qu'un seul signe 
de déduction: 

a , & 6 N . a e N^ . a? e Np . . mp (a; , a) e Nq X & . 

« Si a est une puissance 6»*n*«>, et si x est un nombre premier, alors ...» 
Remarquons que les lettres qu^ exprimées ou sous- entendues, figurent 
comme indices au signe o dans la proposition 

poq 

sont des lettres apparentes. La valeur de cette proposition ne change 
pas lorsqu'on remplace ces lettres par des lettres variables difiërentes, 
dans l'hypothèse p , dans la thèse q , et comme indices au signe o. 

On pourrait indiquer la relation poq par le signe qcp, qu'on lira 
« ^ est conséquence de jp » . Il n'y a pas avantage à introduire cette 
notation, que nous mentionnons seulement pour expliquer l'origine de 
la forme typographique du signe o, lettre initiale renversée du mot 
< conséquence ». 

Me CoLL (a. 1878), et plusieurs autres Auteurs, ont proposé un 
signe pour indiquer la déduction, sans parler des lettres variables par 
rapport auxquelles on fait la déduction. L'usage exact de ce signe 
entre classes est beaucoup plus ancien (Cfr. P12). 

On peut remplacer la convention des lettres variables par une con- 
vention différente^ et supprimer dans quelques cas le signe o. 
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■ — < 

Soit u une K; écrivons 

ul au lien de « un individu de la classe u » 

u2 > « un deuxième individu de la même classe » , etc. 

Alors, au lieu de 

(1) a,6eN.o.a-h-ô=»6H-a 
on pourra écrire 

(2) Nl^N2 = N2-f-Nl 

qu'on lit < un premier nombre plus un second nombre est égal au 
second nombre plus le premier >. 

La formule (2) a sur la (1) l'avantage de ne pas contenir l'Hyp, ni le 
signe a; sa forme ressemble beaucoup au langage ordinaire. Mais dans 
d'autres cas on rencontrera des difficultés, et il est mieux de se con- 
former & l'usage commun. 



P7. =. 

Le signe = représente l'égalité, ou l'identité. Il y a dans la Lo- 
gique Mathématique un grand nombre d'égalités, qui dans un membre 
contiennent un signe qui ne figure pas dans l'autre, ou figure dans^ 
une position diflTérente. En supposant connue la valeur de l'un des. 
deux membres, on pourra prendre cette égalité comme définition de 
l'autre. Ainsi on pourra réduire les idées de Logique à un petit nombre, 
qu'on appelle idées primitives^ et qu'il faut expliquer par le langage- 
ordinaire. Nous avons fîdt cette réduction, et par les 6 notations pré- 
cédentes nous définirons symboliquement toutes les idées de Logique, 
exceptées celles qui figurent dans les P70 et 100. 

Mais la distinction des idées en primitives et dérivées est un peu 
arbitraire; car si au moyen de a on définit 6, et au moyen de b on 
définit a, on pourra prendre comme idée primitive a, ou h. 

Nous avons exposé la réduction qui nous paraît la plus simple; 
mais nous avons indiqué par le signe [Df] les propositions qu'on pour- 
rait prendre comme définitions, en échangeant le système des idées 
primitives. 

Le signe qu'on définit doit contenir les mêmes lettres réelles qui 
figurent dans sa valem*. P. ex. (P12), dans l'expression xza.Oa.xzb^ 
la lettre x est apparente, a et 6 sont réelles; on pourra donc, par con- 
vention, l'indiquer par la formule a o & , où figurent les seules lettres 
réelles. 
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Les formules de Logique expriment des formes de raisonnement. 
Les formes les plus simples, par la combinaison desquelles on peut 
composer les autres, sont ici appellées Pp (propositions primitives). 

Le choix des propositions primitives est aussi en partie l'arbitraire; 
car si de la proposition a on déduit la 6, et de la b ondéduit la a, 
on pourra prendre a ou 6 comme Pp. Par cette raison nous avons 
donné quelquefois^ d'une même proposition, plusieurs démonstrations, 
qui dépendent de théorèmes différents. 

La numération des propositions n'est pas continue; lorsqu'on change 
de sujet, on augmente le chiffre des dizaines, et quelquefois, celui 
des centaines. 

Les propositions sont groupées selon les signes qui y figurent. On a 
une première classe, où figurent les signes [K, e, o, r\, =]; puis les 
propositions qui contiennent encore les signes [-] , [^] , [-, ^], [a] , 
K a], [^, a], [-, v^, a], etc. 

Pli. Définition, 
Soit a une K. Nous convenons d'abréger la formule 

xza .y EU 
{x est un a, et y est un a), eh écrivant simplement 

x^yta 

qu'on penit lire « a? et y sont des a >. 
La formule x ^y yZza signifie 

X ,yta , zta 

€ X et y sont des a, 2 est un a > , qu'on lira « x ^y yZ sont des a » ; 
'Ct ainsi de suite, quel que soit le nombre des sujets. 
Exemple: 5 , 7 , 11 e Np . 

P12. Définition. 

Soient a et b des K. Au lieu de la proposition 

xsa,Ox'Xtb 

^ quel que soit a?, s'il est un a, il est aussi un 6 >, nous écrirons la 
formule, qui ne contient plus la lettre apparente x, 

aob 

^u'on peut lire « tout a est 6 », ou « la classe a est contenue dans 
ia classe b ». 
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V 

Exemple: ^ 

N X 6 N X 2 V j 

est une abréviation de 

a? e N X 6 . Oa; . a? e N X 2 . . • j 

On lira donc le signe o par « on déduit > ou « il est contenu >, ^ 

selon qu'il est écrit entre deux propositions ou entre deux classes. On 
pourra le lire par donc : 

multiple de 6, donc multiple de 2 
X est un N X 6^ donc a? e N x 2. 

2(l-+-N)oNp-i-Np 

< tout nombre pair est la somme de deux nombres pi^emiers >^ est 
renoncé d'une proposition vérifiée dans bien de cas, mais dont on ne 
connaît pas la démonstration. 

Les signes e et o, que nous avons introduits, et le signe ==*, bien 
connu du lecteur et que nous rencontrerons tout de suite, ont des 
significations différentes, bien que quelquefois ils correspondent aux 
mêmes mots du langage. Ex.: 

€ 7 est la somme de 3 et 4 » se traduit par « 7 = 3 -h 4 » 
€ Nombre premier est un nombre qui n'est pas décomposable 
dans le produit de deux facteurs plus grands que l'unité » se traduit 
par « Np = (N-^l)-[(N-f-l)x(N-+-l)] ^ 

* 7 est un nombre premier » se traduit par « 7 e Np » 
« 7, 11 sont des nombres premiers > se traduit par t 7, 11 e Np > 
« les multiples de 6 sont des multiples de 3 >, se traduit par 
€ Nx6oNx3 » 

€ les multiples de 6 sont les multiples communs de 2 et de 3 » 
se traduit par « Nx6 = Nx2r^Nx3 ». 

Ces signes satisfont aussi à des lois différentes. Gfr. F^ § 16. 
8e6N£R (a. 1740) a représenté la relation aob par la formule a<6. 
Lambert (Acta eruditorum, a. 1765 p. 454) Ta indiquée par a>6 ; 
car le signe o correspond au signe < ou > de l'Algèbre, selon que 
dans la classe on considère le nombre des individus qui la composent 
ou le nombre des idées qui la déterminent. Dans mes « Arithmetices 
principia, a. 1889 », où j'ai publié pour la première fois une théorie 
réduite en symboles, j'ai du fixer la forme des signes de façon à éviter 
toute confusion avec les signes algébriques. 

La P12' dit que la formule aob oc signifie aob .ho c] a, &, c 
sont des classes ou des propositions. Il ne feut pas confondre cetta 
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formule avec ao .boc «de a on déduit que de h on déduit c », ni 
.^vec ao&.oc « si de a on déduit •&, alors on déduit c >. 



P13. Définition. 

Smt a une K. Écrivons en avant de a le signe x e ; par la con- 
vention m, nous oblenona la proposition 

xza 

qui contient la lettre variable x. Maintenant nous convenons que, en 
écrivant le signe xz en avant de cette proposition, la formule 

xz{xza) 

représente de nouveau la classe a. 

Cette convention s'applique, avec avantage, lorsque la proposition 
contenant la lettre variable x n'est pas encore réduite à la forme a? e a. 
Soit p une proposition contenant la lettre variable x] la formule xl,p 
indique la classe des « x qui satisfont à la condition p ». 

On peut lire le signe xt par le mot « les ce, lesquels ». 

Exemple: 

1 e œê (a3« — 3a; H- 2 = 0) 

< l'unité est un© racine de l'équation entre parenthèses ». 

Remarquons que dans la formule xtp la lettre x est apparente; 
la valeur de la formule ne change pas si nous substituons la lettre x 
par une autre lettre y, dans le signe a; e et dans la proposition p. 

L'opération a? e est l'inverse de l'opération a; e ; la barre est le signe 
d'inversion. On pouiTait écrire (xi)—^ ou (a?e)— pour indiquer cette 
opération inverse. 

Nous avons, dans hi P12, exprimé le signe o entre deux E, par le 
même signe entre propositions. Nous pouvons maintenant faire le pas- 
sage inverse. Soient petq des propositions contenant la lettre variable 
x] au lieu de 

poa-q 
on peut écrire 

xzpox zq , 
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Par exemple, le théorème de Wilson, mentionné dans les notes à 
la P5, est réductible à la forme 

Np »1 [(a; — 1) ! H- 1 e N X îc] 

< la classe des nombres premiers est contenue dans la classe des x 
tels que ...» 

Si THp et la Ths contiennent plusieurs lettres variables, pour ex- 
primer le signe o entre P par le même signe entre classes, il faut 
introduire la notion de couple (P70). 

La valeur de l'expression îëT;p , comme aussi des expressions -a, v 
-que nous rencontrerons, est quelque peu vague. Pour la fixer, il suffit 
de la faire précéder du nom de la classe des objets que nous consi- 
dérons. P. ex. 

«7(0?* — 3a?-4-2<0) 
flignifie < tout objet qui satisfait & cette inégalité > 

q^^( ) = (i + QM2-Q) 

« les nombres réels qui satisfont à la condition donnée forment Tin- 
tervalle de 1 à 2 ». 

Supposons que a? < signifie a? e — Q ; on aura 

q'r>^ (.....) = [(1 ^ Q)r^(2-Q)]v^(3/2 ^ iq) 

« les nombres imaginaires qui rendent négatif le trinôme considéré 
«ont les nombres réels compris entre 1 et 2, et les membres imagi- 
naires dont la partie réelle est 3f2 >. 



P14. Définition. 
Soient a et 6 des classes; par a^h nous indiquons la classe 
cD e [x e a . a? £ 6] , 

•c'est-à-dire la classe commune aux classes a et h. 

On peut lire le signe r. par le mot « et t ; mais il est presque 
toujours sous-entendu ; c'est-à-dire nous écrirons àb à la place àea^b 
<déf. 14'). Par abc on peut convenir de représenter {ab)c (déf. 14"), mais 
nous verrons qu'il est inutile de tenir compte des parenthèses. 

Exemple: 

Npr^(4NH-l)oN«-f-N«. 
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€ Tout nombre premier, qui divisé par 4 donne pour reste l'unité, est 
la somme de deux nombres carrés ». 

Si Ton ne veut pas faire usage des définitions, mais seulement des 
notations jusqu'à présent introduites, la même proposition s'énonce: 

a? e Np . a; e 4N H- 1 . . a; e N* H- N* . 

Ainsi on a défini le produit logique des K par le produit des P,^ 
qu'on a pris comme idée primitive (P6), et par le signe ^ que nous 
venons de définir (P13). Toutefois nous ne pouvons pas écrire une 
égalité dont le premier membre soit ar\h^ et le deuxième une expression 
où ne figurent que des idées primitives. 

Le signe r> a été adopté par Leibniz pour indiquer le produit 
arithmétique. Nous l'adoptons pour le produit logique; car le produit 
arithmétique est aujourd'hui indiqué par x . 

Les P14", 14'" nous permettent de supprimer des parenthèses. 



P15. Définition. 

Soient a^ b, c des classes. Nous écrirons quelquefois 

xza,Ox'xzb,o.xzc (!)• 

« si x est un a, alors, s'il est un &, il est un c », à la place de 

xza,xzb.Ox'Xzc 
ou de 

aboc. 

Remarquons que dans la formule (1) le deuxième signe o ne porte 
pas d'indices; et que la proposition xzb.o ,xtc n'est pas réductible 
à la formé boc. 

Cette convention, lorsqu'il s'agit d'une proposition seule, au lieu 
d'abréger l'écriture, l'allonge. Mais lorsqu'on a . une longue suite de 
propositions, qui ont une partie de l'hypothèse commune, il suffit de 
mettre en évidence cette partie commune, et de l'écrire une seule fois. 

Par exemple, dans les propositions 28-38 de logique, que nous 
sommes maintenant en cas de lire, l'hypothèse commune 

a , 6 , c , (ï e K . : 

ne nous oblige plus d'expliquer dans chaque proposition la signification 
des lettres. 
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P16. Définition. 

Soient a, h des classes. Nous écrirons 

a = h 

à la place des deux pro^osi tiens 

aob .bna , 
Exemple: 

(Nx2)-n(Nx3) = Nx6. 

< Les nombres qui sont multiples de 2 et multiples de 3 sont mul- 
tiples de 6, et réciproquement », est une abréviation de 
«eNxG.o. a;ÊNx2:aîeNx6.o. a;eNx3:ficeNx2.a5eNx S.o.oje N x 6 
où il n'y a que des idées primitives. 



P17. Définition. 

Soient jp et ^ des propositions contenant la lettre variable x, ou un 
groupe de lettres. Nous écrirons 

au lieu de 

pOxq* qOxp. 

En réduisant les propositions à la forme xta, xe.b ^ où a et & 
sont des classes, la formule xç,a. ^x .xtb est identique à la a == 6 . 



P18. Définition. 

Soient a, &, c des classes. Nous écrirons 

xza^Oxixzb.^^^.xtc 
au lieu de 

X z a . Ox »' * ^ ^b . . X z c \ X z c. . x tb j 

c'est-à-dire, de 

abocacob. 
Exemples: 

a,6,a?,yeq.ic-+-y = a.o:iB*-+-y*=«6*.==«a?y»= (a*— 6*)/2 . 

« Étant donnée la somme a des inconnues a; et y, si Ton donne la 
somme de leurs carrés, on en déduit le produit, et réciproquement >■ 

For m. W ^ 
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a;,y6q.o:aî*-+-y*==0.«.a;==0.y=iO (1) 

est par la déânition donnée, une abréviation de 

a?,y s q .a; *H-y*=0 . o . «=0 . y—0 : aî,y e q . a?«0 . y=0 . o . a?* -+-y*=0 . 

Si Ton n'adopte pas les conventions P5" et P6' snr les points, bn 
séparera la (1) comme soit: 



.•.o .". 



Si l'on &it usage seulement de l'abréviation F5'', on la divisera 
ainsi : 



■ • •*• 



P23-27. 

Les formes de raisonnement plus importantes sont indiquées par les 
noms 

SimpH/ler, Syllogisme, Composer, Transpor^r, 
Exporter, Importer, Élimtner. 

où les lettres en italique seront sous-enteûdues. 

Simplifier Taffirmation simultanée de plusieurs propositions (con- 
ditions, équations) signifie en supprimer quelques unes. On obtient une 
nouvelle affirmation conséquence de la donnée, comme il est dijb par 
les P23, 24. 

Le syllogisme se rencontre sous les deux formes représentées par 
les propositions 25 et 26. 

Un signe o de la P26 est remplacé, dans la P25, par le signe e. 
Ces sont deux formes irréductibles. Si l'on remplace un autre signe 
o par e, on aura les Hyp azh ,hzCy d'où on ne peut pas tirer atCy 
mais bien la Ths de la P470. 

Le syllogisme de la P26 a, selon Aristote, la première figure (axiQ''pia 
crpco Tov). La deuxième figure est représentée par la P306. La troisième 
figure doit être complétée par une Hyp (Cfr. P404); plusieurs A., par 
rinstrument de la Logique symbolique, ont découvert la fausseté de 
ces syllogismes; cfr. Schrôder a. 1891, t. II p. 223. 

Si l'on a deux déductions ayant la même Hp, on peut en déduire, 
en les composant (P27), une nouvelle déduction ayant la même Jip, et 
pour Ths le produit logique des deux Ths. 
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Leibniz a énoncé l'inverse de cette P (ib. p. 98-99) et Ba dnale 
<P218). Me CoLL l'a écrite sons la forme 

{x : A) (» : B) (a? ; C) -= (a? : ABC) 

*<]e signe : de Mo Coll correspond à nôtre o); la seule signiification 
-des lettres doit encore être exprimée psgr le langage ordinaire. 
La composition est réversible (P53). 

Ces formes de raisonnement sont très simples. Tout raisonnement 
"«lathématique est composé d'an grand nombre des formes considérées. 
P30. « Soient a, h des classes ; la classe ab est contentte dans ha. 
En effet, ab ohj àboa par les règles de simplification; composons; on 
^ aboha *. Il faut admettre qn'on pent prendre les propositions con- 
nues dans un ordre quelconque. 

P34. « Étant données deux déductions, on en déduit une nouvelle, 
-en les multipliant logiquement membre & membre >. 

La P42 exprime une propriété de la multiplication logique, appelée, 
par Jevons, loi de simplicité, car cette propriété rend les formules 
logiques plus simples que les algébriques. 

Les P43 et 44 expriment les propriétés commutative et associative' 
-de l'opération r\. 

P52. Cette proposition exprime la déduction a oh par l'égalité 
.« = a6. Si donc (m suppose connus le signe =, et le signe r\ sous- 
entendu de la multiplication logique, on pourra prendre cette propo- 
sition comme définition de a o 6 . 

Mais on rencontre une difficulté; car renonciation complète de la 
proposition est 

a,&ÊK.o:ao&. = .a==a6 [Df] 

et il y a déjà le signe o après l'Hyp a,&eK, signe qu'on veut dé- 
finir. On peut éliminer cette difficulté en supprimant les lettres va 
riables, comme nous avons expliqué à la fin des notes à la P6. La 
prop. dont il s'agit s'énoncera alors 

Kl K2 . =- . Kl = Klr>K2 . 

« Affirmer qu'une première classe est contenue dans une deuxièn e 
*c'est comme affirmer que la première classe est le produit logique 
des deux classes ». . 

On peut aussi éliminer le signe o de la progosition, en l'écrivant 
«ous cette forme: 

a,6eK.ao6. = .a,6£K.a = a6. 
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Fô5. Exemple: Résoadre le système des équations 

(1) x-\-y^a (2) xy^h. 

On élève au carré les deux membres de la (1); on retranche les- 
membres de la (2) multipliés par 4, et Ton extrait la racine cairée;. 
d'où 

(3) aî~y = ±l/(«' — 46). 

Par les opérations expliquées on a (l)(2)o(3). Réciproquement,, 
élevons au carré les membres de la (3), et retranchons ceux de la (1)- 
élevés au carrés; on obtient la (2); donc (l)(3)o(2). Le système pro- 
posé (1) (2) est donc identique au système (1) (3) ; il n'est pas identique 
au système (2) (3). 



P70. 

La notation {x^y) indique le couple formé de l'objet 
X et de l'objet y. Ce couple est considéré comme un nouvel objet. 
Exemple : 



(l,0)e(a?,y)e(aî»^2y« = l) 

signifie « le couple (1 , 0) est un des couples (x , y) qui satisfont & 
Téquation écrite ». 

(Xyy ,z) désigne la terne des objets x,y yZ] ou si Ton veut, le 
couple formé du couple (a?, y) et de l'objet z. 

Il faut bien distinguer la formule 

X yyia j qui signifie c xta ,yza » (PU) 

de la proposition 

(œ,y)ea, 

qui signifie « le couple {x , y) est un individu de la classe a », ou 
« le couple {x , y) satisfait à la condition a > ; bien différente de 
xza .yga. 

Les parenthèses, qui reniferment le couple suffisent pour empêcher 
toute confusion. Si l'on ne veut pas se servir de parenthèses, on pourra 
indiquer le couple par une nouvelle notation, p. ex. par x ; y selon 
Fbege a. 1893 p. 179, 

Toute relation entre deux objets x et y est réductible à la forme 
(a? , y) e a , où a est une K de couples, détermioée. 
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Nons avons vu (P12), comment on déduit la signification du signe 
o entre K de sa signification entre propositions. 

Réciproquement^ si i? et ^ sont des propositions contenant la lettre 
variable, ou un groupe de lettres, a?, la déduction 

jp • o« • î 

-où le signe Ox a la signification expliquée dans la P5, est réductible 
à la forme 

xzp . .x&q, 

-où le signe o figure entre deux classes. Par exemple, la proposition : 
-a? , y e q . a5*-4-y*— 2a;-f4y = 1 . aî*-f-y*— 4aî--6y =^ 3 . o . »-+-5y-+-l = . 
est réductible à la forme: 



(a? , y) e [a? , y e q ] (» , y) e [«-H 5y -h 1 = 0] 

« les couples (x , y) qui satisfont & rii3rpothèse sont aussi des couples 
-qui satisfont à la thèse »; ou sous forme géométrique: « les points com- 
muns aux circonférences représentées par les équations cartésiennes 
données, sont aussi des points de leur axe radical a3-i-5yH-l=0 ». 



P72. 

On eoaporte en appliquant cette P: c Soient a^ b, c des classes. Si 
toutes les fois que x appartient à la classe a, et le couple {x , y) ap- 
partient & la classe &, on déduit^ quels que soient x , y , que le couple 
(a? , y) appartient & la classe c; alors si x est un a, on déduit quel que 
soit Xj que si le couple {x , y) appartient à la classe &, on déduit quel 
que soit y, que le couple {x , y) appartient & la classe c > . 

En d'autres termes, soit donnée une déduction, dans laquelle le 
signe contient comme indices, écrits ou sous-entendus, deux lettres, 
ou deux groupes de lettres x , y. L'Hp de cette déduction soit décom- 
posable dans le produit logique de deux facteurs, dont Tun, réductible 
à la forme xea^ ne contienne que la seule variable x ; l'autre facteur 
sera une condition quelconque entre x et y, qu'on pourra écrire sous 
la forme (a; , y) s & . La Ths de la déduction soit la condition (a? , y) e c. 
Alors on obtient une nouvelle proposition, conséquence de la proposition 
donnée en écrivant d'abord la condition sur la lettre 05, puis le signe 
-de déduction qui porte l'indice x ; et comme Ths on écrit une dé- 
duction ayant pour Hp la relation (a? , y) e 6 , c<Mnme Ths la Ths de la 
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proposition donnée, et le signe de déduction porte l'indice y. On aor^ 
ainsi séparé les indices variables x et y. 
Exemple. Considérons la proposition 

aeN.&eNxa,ceNx6,o.ceNxa 

« Soit a un nombre, b un multiple de a, c un multiple de &; alors c~ 
est un multiple de a ». Ici le signe o contient comme indices les lettres* 
sous-entendues a y by c. Exportons les £acteur8 de THp qui contiennent 
les lettres a et & ; on a : 

aeN.6eNxa.o:ceNx6.0c.ceNxa. 

Par la déf. P12, on peut éliminer la lettre c, qui dans la Ths est. 
apparente, et Ton a: 

aeN.6eNxa.o.Nx&oNxa 

« Soit a un nombre, et 5 un multiple de a ; alors tout multiple de b 
est aussi un multiple de a ». 

Si Ton exporte deux fois, la proposition donnée prend la forme. 

aeN.o.'.fteNxa.OfticeNxô.Oc.ceNxa. 

Importer signifie faire l'opération inverse de l'exporter; elle est. 
représentée par la P73; qu'on peut lire € Si quel que soit x qui sa- 
tisfait à la condition a, on déduit que, quel que soit y, pourvu que- 
{x , y) satisfasse à la condition &, on déduit que {x , y) satisfait à la 
condition c; alors quels que soient cr , y , pourvu que x satisfasse à la 
condition a, et (x^y) à la by {x , y) satisfera à la c » . 

On pourrait remplacer les mot eocporter et importer par séparer et. 
réunir les Hp. 

La P74 contient les deux précédentes. Si l'on supprime la lettre y, 
on obtient la P15. Remarquons que dans le premier membre de l'éga- 
lité ne figure pas la multiplication logique, qui figure dans le second.. 
Donc la multiplication logique, donnée comme idée primitive (P6),. 
est, dans quelques cas, réductible. 



P80. 

Cette proposition donne la définition générale de l'égalité, ou iden- 
tité : « Nous disons que x = yy lorsque toute classe a qui contient x^^ 
contiendra aussi y >, ou < toute propriété de l'objet x est une pro- 
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priété de l'objet y. > « Eadem sunt quorum unum potest suostitui 
alteri, salva veritate » (Leibniz p. 94). 

On déduit les propriétés réflexive (P81), symétrique (P82) et tran- 
sitive (P8d) de la relation =. 

La F85 est une partie de la P16. « Si a et & sont des classes, et 
a = hj alors aob ». En effet^ soit a; un a ; la classe a a la propriété 
de contenir x\ donc, par la déûnitlbn de l'égalité, la classe h aura 
aussi la même propriété, c'es^àHlire x e &. Donc, de a; e a on déduit 
xzJ)y qui se transforme dans la Thèse ». 

On déduit en conséquence: 

a,6eK . a = 6 . . ao6.&oa 

mais nous ne pouvons pas démontrer la proposition inverse 

a,&eK.ao&.ôoa.o.a = 6. 

Cette propriété est une convention, ou une limitation de la signifi- 
cation du symbole E. Dans une classe nous considérons seulement la 
propriété de contenir des individus, et de ne pajs contenir d'autres in- 
dividus. Deux classes sont identiques lorsqu'elles contiennent les mêmes 
individus. Les propriétés que plusieurs Logiciens attribuent aux idées, 
d'être simples ou composées, positives ou négatives, ... ne sont pas 
des propriétés des classes, mais bien des mots, ou des symboles par 
lesquels on les représente. À la place de cette convention on peut in- 
troduire r< extension » d'une classe, par la définition: 

a , 2) e E . : ext a = ext h . = .aob .hoa , Df, 

Cette Df remplacera la P16. 

Dans V iTitroducUon au Formulaire^ § 38-40, on trouvera d'autres 
remarques sur le signe =. 



PlOO-103. 

Soit jp une proposition; -jp désigne sa négation. 

Pour abréger, au lieu d'écrire le signe de négation en avant de 
toute la proposition, ce qui exige une parenthèse, on l'écrit en avant 
du signe de relation. Ainsi : 

cc-ea signifie -'{xta). 
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S<llt a une classe; par -a nous indiquerons Tensemble des objets 
qui ne sont pas des a: 

Exemples: 
a^&eN.CENp.a&eNxc.a-elixc.o.&eNxc Euclide, VII, 30. 

« Si le nombre premier c divise le produit de deux nombres a et b^ 
et s'il ne divise pas l'un des facteurs, il divisera nécessairement l'autre » . 

05 è Np . y e (N-+-1) - (N x a?) . o . y^»-* — 1 e N x a? . {Fermât} 

Le signe de négation sous la forme expliquée est du à Seoner 
(Cfr. P106); mais oti rencontre l'expression a-& (Cfr. la note à la P257) 
dans Leibniz p. 95. 

Pour éviter toute conftision avec le signe algébrique — , dans les 
manuscrits, et aussi dans quelques publications on lui donne la forme r^. 

Assez commode est aussi la notation na (non a) due a Maass 
(a. 1793). 

Beaucoup d'autres notations ont été proposées par diflFérents Auteurs, 
mentionnées par Venn, Symbolic Logic, a. 1894 p. 104. 

-a signifie < tout ce qui n'est pas a. Mais l'idée de tout est un 
peu indéterminée. Dans la pratique on rencontre presque toujours 
des expressions de la forme & - a, « les & qui ne sont pas des a » . 



P109. 

Pour expliquer comment un transporte, nous donnerons un exemple 
pris de la Géométrie ; on comprend les nouveaux symboles sans expli- 
cations : 

« , & , c e Point . côté (a yC)=- côté (a , 6) . o . angl (a , &^ c)=angl(a ,c , b) 

lEuclide I, P5j 

. > .0. > 

{Euclide I, P18j 

Si l'on transporte on a: 

. angl (a,6,c) - == angl {a^cfi) . o . côté (a^c) - = côté (a , b) 

, > .0. > 
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Multiplions ces deux déductions (P34); substituons à aî-=y.aî->y, 
où X et y sont des grandeurs, la valeur a? < ^ ; on a: 

ayhyC e Point . angl (afi,c) < angl {a,c,b) . o . côté {ayC) < côté (a,6) 

jEuclide I, P19j 

P201. Définition. 

Soient a et & des classes. Nous indiquerons par a^b Tensemble des 
-objets qui appartiennent k Tune, au moins, des classes a et b. Cette 
notation est représentée par l'égalité 

ao6«-[(-a)(-6)J. 
Exemple : 

Np'^(3-4-N)o(6N-f-l)o(6N-l). 

« Les nombres premiers supérieurs à 3, ont la forme 6N •+- 1 , ou la 
fbrme 6N— 1 ». 



P202. Définition. 

Si py q sont des propositions, p^q indique la vérité de Tune, au 
moins, des propositions données. En les réduisant k la forme a; e a , 
xtby la proposition 

xta .^.xtb 
est identique & 

xz ao& . 
Exemple: 

Xyyzq.oixy =0 . = .a = 0.v^.y = 0. 

« Le produit de deux nombres est nul, lorsque Tun des facteurs est nul » . 

On^peut lire le signe w par le mot ou. 

L'opération indiquée par le signe v^ s'appelle addition logique. 
Leibniz l'a indiquée par le signe -+-, notation suivie par un grand 
nombre d'Auteurs. Mais il nous est nécessaire de distinguer les deux 
.«ignés. Car selon nos notations 

N*-4-N' signifie « la somme d'un carré et d'un cube » 

N* v^ N^ > « les nombres carrés ou les nombres cubes » . 

Ces deux idées différentes seraient représentées par le même signe. 
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8i Ton donne la même forïne aux deux additions, arithmétique et 
logique. 

Quelquefois le signe v^ correspond au mot et du langage, lorsqu'il 
se trouve dans le si^'et: 

4Nv^6N 2N 4N/^6N o 12N 

« Les multiples de 4 et les multiples de 6 sont des multiples de 2 » 
< les nombres multiples de 4 et multiples de 6 sont multiples de 12 >• 

L'addition logique, comme nous l'avons considérée, a été introduite 
par Leibniz (pag. 95). Plusieurs Auteurs ont rencontré la même opé- 
ration dans d'autres recherches. P. ex. dans les « Vorlesungen ttber 
Zahlentheorie » par Diriohlbt-Dbdekind a. 1894 on rencontre un 
grand nombre de théorèmes, qui sont des propositions de Logique. 

D'autres Auteurs ont rencontré des opérations semblables. Boole: 
indique par a-f-& ce que nous avons indiqué par av-/6, seulement ^ 
lorsque les deux classes a et & n'ont pas des individus communs. 

Jevons a introduit la disjonction complète : 

La P277 exprime sa propriété plus importante; on trouvera d'autres 
propriétés sur cette disjonction dans F^. Mais nous avons supprimé 
cette notation, pour réduire le nombre des formules. 

Dans les citations de Leibniz p. 94-97 nous avons remplacé les 
lettres majuscules par les minuscules, et le signe oo par =». Ces pages, 
du plus grand intérêt, n'ont été publiées qu'en 1840, après un auto- 
graphe difficile à lire. Leibniz, dans ses Œuvres, t. VII p. 57 indique 
l'addition logique par au&; la lettre u est l'initiale du mot € uel >• 



P204-216. 

Les P204, 205, 207 expriment les lois simpliâcative, commutative- 
et associative de l'addition logique. La 216 exprime la distributivité 
de la multiplication par rapport à l'addition. Les formules de logique 
se correspondent deux. à deux, par une loi dite de dualité, découverte - 
par C. S. Peirce (a. 1870). Toute identité entre classes, composées par 
les signes 

=-,0,C,/^,V^,-,A.,V 

c'est-à-dire toute relation indiquée par les signes =,o c, entre deux 
expressions composées par des lettres indiquant des classes, et par les^ 
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signes r>^ v^ - a y^ se transforme dans une nouvelle identité si Ton 
renverse tons ces signes^ c'est-à-dire, si on les remplace par 

= ,C,0,W,r>i,-,V,A. 

Mais les signes c et v n'ont pas d'utilité pratique. Si l'on supprime- 
encore le signe v^, en le remplaçant par sa valeur (P201), manquera 
toute dualité. 

Une autre remarque curieuse est la suivante. Si l'on suppose que 
les lettres a, &, ... désignent des nombres entiers^ ou, ce qui est la 
même chose, si au lieu de K on lit N, et si l'on interprète les signes, 
de logique de le façon suivante : 

aob signifié « a est un diviseur de & » 

ar\b > «le plus grand commun diviseur des a et & » 

a^b » « le plus petit multiple commun des a et b » 

A > « 1 > ' 

alors subsistent toutes les identités logiques composées par ces signes. 
P. ex. la F38 se transforme dans: 

« Si le nombre a est un diviseur de &, et si le plus grand commun 
diviseur de & et c divise d, alors le plus grand commun diviseur de 
a et c divise d »; 
la P216 devient 

« Le plus grand commun diviseur de a et du plus petit multiple 
commun entre 6 et c est le plus petit multiple commun entre le piua 
grand commun diviseur de a et b et le plus grand commun diviseur 
entre a et c »; 
et la P306 signifie: 

« Si le nombre a divise &, et b est premier avec c, alors a est 
premier avec c »• 

On peut comparer la Pâl6 

a (b^c) = {ab)y^{ac) 
& la P119 

a{b^c) = (ab) - (ac) 
et k 

a {br\c) = {ab)r\(ac) , 

conséquence des P43-44. On déduit que si f(byCyd.„) est une fonction 
des classes &, c, d\,. composée par les opérations a?r\y, a? -y, scv^y, 
on aura ar\f{b , c , (2 , ...) = f{ab ,ac ^ad^ ,..)• 
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P218, 



Exemple. Soient x et y des nombres réels (q); considérons le système 
-des deux équations 

«.*-+- y' == 25 .r%. xy -= 12. 

On les transforme, par des règles algébriques : (F^ II §8) 

(ûî -H y)* = 49 . o • (x — yy = 1 

^t en extrayant la rarine carrée : 

aî-f-y = 1 .Kj.x-^y = — 7:r^:aî — y= l.'^. « — y = — 1, 

développons le produit logique des deux sommes: 

ajH-y=7.a3— y==:l:v^:aîH-y===7.a;--y==-— l:w.aj--t-y==--7.aî--y==l: 
o: aî-h7=— 7.0?— y=— 1. 

Par des règles algébriques on peut transformer les quatre produits 
-de deux équations, et Ton a: 

aî=4.y=3:v^:a!î=3.y«=4: ^ :x=—^,y= — 4:v-^:a5=»— 4.y=--3 , 

^ution complète des équations données. 

P230. Peiroe (a. 1880 p. 34) a publié cette proposition sous forme 
inexacte, car au lieu de . o . il a écrit . = . 

P241. 

t 

Cette proposition contient dans le premier membre la somme logique 
a^h\ et dans le second une expression composée par les signes K, e, 
0, r> où ne figure pas le signe -. On pourrait donc la prendre pour 
définition du signe v^, indépendante de la négation. De cette définition, 
et des formules relatives .aux signes K, e, o, r^ on peut tirer plu- 
sieurs propositions précédentes (Cfr. P243); mais nous ne pouvons pas 
déduire la P215, ni ses conséquences. 

P254. 
Exemple. La proposition 

a,&eN.csNp.a&eNxc.a-eNxc.o.6ENxc 
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si Ton transporte le dernier facteur de TEp^ se transforme en 
a,&eN,ceNp.a6eNxc.o.a6Nxc.o.6eNxc. 

P257. 

Cette formule nous exprime a-& par les signes K, e, o, r\ et ^^; 
si Ton prend la P241 comme définition du signe ^^ on aura défini 
la négation, dans le 6as particulier a - &, par les notations introduites 
par les Pl-6. Les P258-260 déduisent de cette définition quelques pro- 
positions connues. 

Les P270-273, 355-358 regardent la résolution des équations lo- 
giques. Cette théorie n'est pas encore réduite complètement en sym- 
boleSy et en conséquence elle n'est pas contenue dans le Formulaire. 
Le lecteur pourra consulter les ouvrages mentionnés dans le texte. 



P300. Définition. 

Si a est une classe, on peut lire la formule a = a , € la classe a 
est nulle », < il n'y a pas des a *, € a est égale à rien ». 
Exemples : 

N^o(N«H-îP) = A 

« il n'y a pas de cubes, sommes de deux cubes ». 

N«r^(3N-l) = A. 

On peut lire le signe a , lorsqu'il s'agit de propositions, par € ab- 
surde ». 
Exemples: 

x,y,2:eN.ac^-f-y* = 2:^. = A. 

« L'équation a^-hy^=^!^ n'est jamais satisfaite par des nombres entiers 
positife ». Le signe = qui précède 1' a a les indices x, y , z sous-en- 
tendus. C'est l'exemple donné, sous une autre forme. 

aeN-4-l:xeN-f-l.a?*^a.a6Nxa:.=a?A:o.a£Np. 

< Soit a un nombre supérieur à l'unité. S'il n'y a pas de nombre x^ 
supérieur à l'unité, dont le carré ne surpasse pas a, et qui divise a^ 
alors a est un nombre premier ». 
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La définition 800 ne nous donne pas la signification du signe a^ 
mais bien de toute l'expression a -« a. Plus loin (P434) nous trou- 
verons des égalités dont le premier membre est le signe a. 

Le signe a est l'initiale renversée du mot vrai (Cft*. P361). Plu- 
sieurs Auteurs, notamment Boole et M. BchrOder indiquent la classe 
nulle par le symbole 0; notation que nous avons dû abandonner pour 
ne pas confondre, dans nos formules, les symboles' logiques avec les al- 
gébriques. 



P361. 

Le symbole v, lorsqu'il figure entre classes, correspond au mot 
< tout > . Nous disons que la classe a = v, lorsqu'elle contient toutes 
les classes. La proposition a = a est identique à la - a » a (P362). Le 
symbole v nous sert seulement à énoncer la P363, qu'on pourrait 
prendre comme définition de la négation - a ; on ne le rencontre plus 
dans les applications de la Logique aux sciences mathématiques; d'autre 
côté l'idée du « tout » est un peu vague. 

Toute déduction poxç est réductible à la forme 

-P^q =ar V ; 

selon le langage ordinaire, on peut sous-entendre =>r v, et écrire seu- 
lement 

'P^q . (Me Coll a. 1878 p. 16, formule (6){ 

P.. ex., le théorème de Wilson pourra s'énoncer sous la forme: 

ic-eNp .v^. {x — l)!H-l£Nxa 

€ ou a; n'est pas un nombre premier, ou l'expression considérée est 
multiple de a ». On voit donc la possibilité de remplacer l'idée de la 
déduction, donnée comme primitive (P5), par l'idée de l'addition lo- 
gique. Toutefois il faut introduire (avec M. Frege a. 1879) une notation 
pour indiquer les lettres variables, lorsqu'il est nécessaire de les mettre 
comme indices au signe o dans les formules que nous avons expliquées. 
Les signes v et a ont été introduits par Kicheri a. 1761. Le signe 
V a été aussi adopté par Peirce (a. 1885 p. 183). 
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P400. Déflnitim. 

Soit a une classe. La proposition 

a- = A , 

•c'eBt-à-dire la négation de la proposition a = a , signifie « il y a des a », 

< les a existent >. Mais nous préférons l'indiquer par la nouvelle no- 
tation 

sa 

^u'on peut lire « il y a des a >. Sa négation (P144) 

^:Bia signifie donc a = a . 

La formule, sans parenthèses, aa^& par convention (déf. 4000 in- 
dique le groupement a(a'^&). 
Exemple : 

< Il y a des nombres carrés, sommes de deux carrés ». 
aeQ.&,C£q.^eQ.o.aQ^/c£[a;6fc-f-Q. Oa; . aaî*-4- te -+- c > /i] 

< Soient a^ b , c trois quantités, dont la première positive. Soit donné 
un nombre positif (arbitrairement grand) h. On peut déterminer un 
nombre positif k tel que, quelle que soit la valeur de x supérieure 
à fc, le trinôme ax^-\-hx-^c soit toujours plus grand que 7i ». 

Nous avons introduit le signe a, qui ne figure pas dans F,, et F^, 
dans les € StvÂii di Logica Matematica^ Atti Accademia Torino a. 1897 
p. 581 », car la notation a- = A a été reconnue par plusieura colla- 
borateurs comme longue, et trop différente du langage ordinaire. 

On a aussi l'avantage que par les 3 .signes a, /^, - on peut ex- 
primer et A (P413-414); en conséquence au lieu de prendre comme 
primitive l'idée représentée par le signe o, qui établit une relation 
entre deux objets, on pourra prendre le signe a qui exprime une proî^ 
priété d'un seul objet. 

Nous avons plusieurs symboles pour représenter les propositions, 
ou jugements, considérés par les logiciens scolastiques. Indiquons ici 
par xAy y xEy , xly , xOy ^ les relations entre les classes x et y, 
indiquées par les vers: 

« Asserit A, negat E, verum generaliter ambo 
.Asserit I, negat 0, sed particulariter ambo ». 
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Alors xky s'exprime par x o y (le symbole o correspond exactement 
au symbole A), ou para5 = 5cy (P52), a;-y = A (P324), -a(a5-y) 
(P413), etc. 

a? E y par aîy = A,a;o-y, -aayy 
xly par ^xy 
xOy par a a; - y 

Entre deux classes on peut considérer bien d'autres relations. 

Par les signes a , i^, - on en peut énoncer 32766 (Cfr. SchrOder^ 
a. 1891 p. 164). 

La conversion des jugements se réduit à la propriété oommutative 
du signe rs (P43), lorsqu'elle est permise. De la prop, xoy (tout a; est y)- 
on ne peut pas déduire a xy , quelque y est x\ il faut supposer a a 
(Cfr. P4O20. 



P405. 

'U élimination est régie par la P406. Elle dit que la proposition: 
€ Si toutes les fois que le couple (a? , y) satisfait à la condition &, on 
déduit que x satisfait à la condition a », 
est réductible à la forme 

€ S'il y a des y tels que le couple (a? , y) satisfasse à la condition 6, 
on déduit que x satisfait à la condition a >. 

Par exemple, considérons de nouveau la 

aeN.&eNxa.ceNxô.o.ceNxa. 

Exportons ae N, et écrivons tous les indices sous-entendus; elle devient 

aeN . Oo : fteNxa.ce Nx&. o^.c. ceNxa 

Dans cette P la Ths, qui suit les : est une déduction dont l'Hp 
contient la lettre h qui ne figure pas dans la Ths. On pourra donc 
éliminer cette lettre. Le résultat est évidemment 

aeN.OaiceNxNxa.Oc.ceNxa, 

et si l'on supprime la lettre apparente c de la Ths, on a : 

rteN.o.NxNxaoNxa 

« Tout multiple d'un multiple d'un nombre a est un multiple de a »► 
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P420. Définition. 
Quel que soit l'objet Xy nous posons par définitioii 

t X -= 'yï{y = a?) . 

Le signe t est l'initiale du mot "t^oc ; on pourra le lire par les mots 
« égal ft ». Si dans cette déilDition on écrit ^e en avant des deux 
membres, on obtient 

y e t a? . == . y = 05 ; 

c'est-à-dire le signe composé e t est identique an signe simple ». 

Far exemple, est un individu, 1 signifie « égal ft » ou € nul »; 
et désigne la classe formée de l'individu 0. On a : 

No = NotO. 

Opérons par le signe xz sur les deux membres de cette égalité: 

aîeNo. = .a!;eN.^.a;etO 
ou » » . a? = . 

Béciproquement N = No-tO. 

Bemarquons la P422, qui exprime la relation xza sous la forme 
ixoay où ne figure plus le signe e. Elle établit une relation entre 
les signes t , e , o. 

P430. Définition. 

Quel que soit l'objet x ^ \x désigne la classe formée de l'objet x. 

Béciproquement, soit a une classe qui contient un seul individu «• 
Cela arrive lorsqu'il- y a des a; et si deux individus appartenant à la 
classe a sont nécessairement égaux. Dans ce cas nous écrirons 

pour indiquer l'individu qui forme la classe a. On aura donc 

Exemple: 

a,&eN.6>a.o.6 — a==t Nr\cc e (a -4- a; = 6) 

dans l'hypothèse énoncée, NoicT(a-+-x = &) signifie « nombre qu'il 

P9rm. II 4 
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faut sommer avec a pour avoir b ». Cette classe existe, et contient 
un seul individu, h — a. 

La définition 430 ne contient pas an premier membre de Tégalité 
le signe Ta, mais contient toute la proposition a; ^ i a ; on a donc défini 
Tégalité x = ia\ et non le signe t a. Mais la signification de ce signe 
s'ensuit de la définition donnée. Car considérons la proposition i a £ &, 
où h est une K; toute proposition contenant Ta est réductible à cette 
forme. Par la P424 on la transforme en 



qu'on peut écrire 



ou encore 



a (i t a)r<b 
^xt[x=^ia ,x^b'\ 



où il n'y a que la proposition a?==ia. Si l'on substitue sa valeur 
donnée par la déf. on a 

aîce[a = taî.a;e6]. 

Ainsi on a transformé la proposition iae& en une autre où il n'y 
a plus le signe i . 

La signification du symbole i a est donnée par la P430, seulement 
dans les Hyp énoncées; nous ne donnons pas de signification à ce 
symbole si la classe a est nulle, ou si elle contient plusieurs individus. 
Mais il n'est pas nécessaire de reporter ces Hyp toutes les fois qu'on 
rencontre le signe i . P. ex.: 

(1) u 6 K*q . . max u =^l^\ur\x e {ur\{x -4- Q) = a)} Df. 

€ Soit u une classe de nombres réels; on appelle maximum des u le 
(nombre de la classe) u^ tel que des nombres de la classe u^ plus 
grands que x^ n'existent point ». Ainsi on a défini le max u\ en 
donnant cette définition nous n'affirmons pas que la classe 

ur^z (wr^(a^^-Q) = a) 

existe efifectivement ; c'est-à-dire nous n'affirmons pas l'existence du 
maximum. Opérons sur les deux membres de l'égalité par a;»; on a: 

(2) u e K'q . o : a? =« max w.-*.a;ett.U'^(a5-hQ) = A 
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proposition identique à la (1), mais dans laquelle il n'y a plus le 
signe t. Si Ton opère par «e, on a: 

{3) u e K'q . o . t max u = ur>^ {ur\{x -h Q) = a). 

Donc a i max u signifie « existe un nombi'e dans la classe u supé- 
rieur à tous les autres »; et correspond k l'expression ordinaire 
€ existe le maximum des w ». 

- a t max Np signifie « Il n'y a pas le plus grand entre les nombres 
premiers ». 

La P433 exprime la n^ation d'une classe par les symboles '^j '^z 
«A, =v: 

< Soit a une K ; nous appelons - a la classe x telle que multipliée 
par a donne le rien, et sommée à a donne le tout >. 

Nous avons exprimé (P241) le signe v^ par les idées primitives 
introduites par les Pl-7; donc la négation d'une classe est réductible 
^ ces idées primitives, sans faire usage de la notation introduite par 
la PlOO. La négation d'une pi*oposition est réductible à la négation 
•d'une classe en posant 

- (a? e a) , == . a? e - a . Df. 

Donc la notation expliquée par la PlOO est réductible; l'idée de la 
négation n'est pas primitive. Si l'on supprime cette notation, il faut 
non seulement changer l'ordre des définitions, mais aussi l'ordre des 
propositions primitives, et en conséquence toutes les démonstrations. 
On n'a pas encore fistit ce calcul. 

La P434 définit le signe a; la P300 définissait seulement le grou- 
pement a? = A : € Nous appelons a la classe x telle que, quelle que 
49oit la classe a, on ait a? o a » . L'introduction du signe T nous permet 
de transformer la définition 300 dans la 434. 

La P435 nous donne une autre expression du signe a : « il est la 
valeur commune de a^a, quelle que soit la classe a ». 



P450. Définition. K' 

Soit a une K ; nous écrirons K'a au lieu des mots € classe de a > 
ou < classe contenue dans a », et dont l'expression par les symboles 
précédents est donnée par la déf. 450. 

Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité à craindre, on écrit Ka au lieu 
de K'a. 
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Dans Texemple qui va suivre, Y signifie « la limite snpériexire des »- 
et max signifie < le plus grand des ». 

u yVt K*q . . r (ttv^ v) = max {Vu , l't;) . 

« L'ensemble résultant de la réunion des deux ensembles de* 
nombres, u et v^ & pour limite supérieure la plus grande des limltea- 
supérieures des ensembles donnés >. 

On peut lire le signe * par le mot de. On le rencontre dans d'autres- 
cas (P461-2); nous ne le définissons pas ; mais nous définissons les ex- 
pressions K*, v^*, r\' où il figure. En général, lorsque dans le langage - 
on rencontre un mot suivi de la préposition de (expression que nous, 
appellerons signe de fonction) on peut le traduire en symboles en deux 
&çons: 

V On forme un symbole, ayant la signification du « mot suivi, 
de la préposition de ». Exemple: au lieu de < le logarithme de a; > 
on écrit « log a? > ; donc le symbole « log » a la signification de Tex— 
pression < le logarithme de ». 

2^ On prend un symbole, déjà connu, et ayant quelque analogie- 
avec l'expression donnée, et on le fait suivre du signe ^ Mais, puisque 
ces explications ne précisent pas la signification du signe ^, il fisiut. 
dans les différents cas définir le symbole où figure ce signe. 

Dans Fq § 21 on trouvera d'autres exemples du signe ', et l'originor 
de sa forme typographique. 



P461-462. 

Soit li une classe de classes; par ^*w, qu'on peut lire « la somme- 
logique des u », nous indiquons € la plus petite classe contenant toutes, 
les classes « >; et par o'w, qu'on lit € le produit logique des w », 
nous indiquons < la plus grande classe contenue dans toutes ies classes u>,. 

P. ex. écrivons p au lieu de « point ». K^p signifie < classe de 
points > . Sont telles p. ex. les droites, les plans, les solides, toute figure,, 
et tout lieu géométrique. Soit u un ensemble de droites, p. ex. un faisceau 
de droites, c'est-à-dire l'ensemble des droites qui passent par un point. 
a, et sont contenues dans un plan n. On aura 

rN*w = ta; 
la somme et le produit logique du faisceau u sont son centre et son plan*. 
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P500. 

Nous passons maintenant à l'analyse de Tidée représentée dans le 
langage ordinaire par les mots « fonction » « correspondance » c opé- 
ration > etc. 

Soit X un objet quelconque. Dans tout langage, ordinaire ou sym* 
bolique, on obtient un nouvel objet en combinant le signe x avec 
d'autres signes. Dans les ep^plications que nous allons donner, nous 
appelons « signe de fonction > le signe, ou Tensemble des signes, qu'il 
faut unir à x pour avoir le nouvel objet ; et nous appelons txileur de 
la fonction le nouvel objet, c'est-à-dire l'ensemble de la variable x et 
du signe de fonction. Pour abréger, quelquefois nous disons fonction 
au lieu de signe de fonction. En général on écrit le signe de fonction 
'devant la variable. Ainsi 

\x , logx , sino; , modo; 

-sont les valeurs que prennent les fonctions ]/, log, sin, mod, pour la 
valeur x de la variable. 

-a, ta, ta, K'a, v-/'a, r\^a 

sont les fonctions logiques que nous avons rencontré. La lettre a dé- 
signe ici une classe, une classe de classes, un objet quelconque, selon 
.les cas. 

Quelquefois on écrit le signe de fonction après la variable, x \, 
iactorielle de x, est le seul exemple répandu en Analyse. Dans la suite, 
étant a un N, nous écrirons a -h pour indiquer le nombre qui suit a; 
par cette opération irréductible, indiquée par le signe -f-, on définit 
.la somme a-^b et toutes les autres opérations arithmétiques. 

Dans les langages parlés on rencontre aussi les deux formes, p. ex.: 
• Union postale universelle » et « Weltpostverein ». Cfr. F^ §23. 

On indique aussi certaines fonctions^par un signe écrit en partie 
devant et en partie après la variable (comme \x\ pour mod a?), au-dessus 
{a*), au-dessous (aj...; nous conservons les notations de cette forme qui 
sont répandues, sans en faire de nouvelles. 

Dans toute fonction il y a à considérer la classe a des valeurs que 
prend la variable, et la classe b à laquelle appartiennent les valeurs 
^e la fonction. Nous ne formons pas un symbole pour indiquer fonction^ 
mais nous formons un symbole, indécomposable, pour indiquer < opé- 
xation qui transforme les a en 6 ». 

Soient a et & des classes. Nous écrirons] uza^b , qu'on peut lire 
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« u est une transformation des a en 6 » pour indiquer la proposition 
« si nous écrivons le signe u après un individu quelconque x de la 
classe a, la formule xu représente un 6 ». On pourra aussi lire la for- 
mule aj b par « signe d'opération, qui étant écrit après un a produit- 
un b ». 

Nous écrirons uzbfa pour indiquer « w est un signe d'opération 
qui étant écrit en avant d'un a produit un 6 », qu'on peut aussi lire 
« u est une opération qui transforme les a en 6 » , « u est un 6 fonction 
des a », etc. "^ 

Il suffirait évidemment de considérer seulement les signes de fon- 
ctions qu'on écrit en avant de la variable; ou les signes de ftnction 
qu'on écrit après. Mais nous les considérons tous deux. Les premiers, 
sont ordinairement adoptés dans les mathématiques; les derniers sont 
plus commodes dans les formules de logique. 

Exemples : 

sineqfq logeqfQ leNjN 

« sin » est un signe d'opération, qui étant écrit en-avant d'un noml>re 
réel, produit un nombre réel. « log » est la caractéristique d'une fonction 
réelle d'une variable positive. ! est un signe' qui écrit après un nombre 
entier positif, lui fait correspondre un autre nombre entier positif ». 

-e(KfK) (w')e(KfK*K) 

€ le signe - suivi du nom d'une classe indique une classe », < le signe- 
v-^' indique une opération à faire sur les classes de classes; le résultat 
est une classe ». 

Lorsque le signe de fonction est représenté par une lettre, f, la 
valeur de la fonction sera indiquée par fx. Les traités d'Analyse mo- 
dernes renferment la variable x entre parenthèses, en écrivant f(x)'y, 
mais, puisque les parenthèses ont déjà une signification, par la P3, on 
ne peut pas leur en donner une nouvelle; cette convention n'est paa 
nécessaire, car on écrit log a? et non log (a?); on écrit f{x-\-h)y qui a 
la même forme du produit de f par (a5H-/i), et on ne l'écrit pas 
f{{x-hh))] Lagrange, Abel, etc. n'ont pas écrit ces parenthèses. 
Toutefois un excès de parenthèses ne contredit pas nos conventions. ' 

Dans quelques cas on écrit la variable x comme indice au signe 
de fonction u\ u^ u^ ... sont les valeurs de Ux lorsque x prend les^ 
valeurs 0^ 1, ... Puisque cette convention est très répandue, nous ne- 
pouvons pas la refuser; pour la mettre d'accord avec nos notations, IL 
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suffit de convenir que Ux ne soit qu'une forme typographique diffé- 
rente de u a? . 

Comme exemple de l'usage du signe f , nous donnerons en sym- 
boles^ la définition ordinaire de la limite. 

/EqfN.y£q.o/.y=lim/'.==:/ieQ. Oh .aNrNmI{i»emH-N. o.^; .mod(/xc— 2/)</i| 

« Soit f la caractéristique d'une fonction réelle, définie pour les valeurs 
entières positives de la variable; autrement dit, soit /"l, 7^2, ... une 
suite illimitée de nombres réels. Soit y une quantité finie. On dit que 
y est la limite de la suite /*, si pour toute valeur de la quantité posi- 
tive /i, on peut assigner un entier m, tel que, pour toutes les valeurs 
de X supérieures à m, on ait fx—y^ en valeur absolue, < /i » . 

En conséquence, une variable f ne peut tendre à, la fois vers deux 
limites différentes. Mais les Auteurs n'ont pas toujours compris la 
limite de cette façon. Cauchy dit que « quelque fois une expression 
converge à la fois vers plusieurs limites différentes » (Cfr. mon Mé- 
moire « Sur la définition de la limite » , American Journal of Mathe- 
matics, a. 1894). Nous indiquerons ici par Lim cette limite, qu'on 
définit comme il suit: 

/'eqfN.yeq.o.-.yeLim/'.=:?i£Q.meN.OA,m.a(w-f-N)/^âi{mod(/'ic— 2/)<2/} 

< Soit f une série de nombres réels. Soit y une quantité finie. On dit 
que y est une valeur limite de /", si pour toute valeur de la quantité 
positive /i, et pour toute valeur de l'entier m, on peut déterminer une 
valeur de a?, supérieure à m, telle que la différence fx—y, soit, en 
valeur absolue, < ^ » . 

Les idées représentées par les signes lim et Lim sont semblables; 
on les a même confondues, mais elles sont différentes, et liées par des 
relations intéressantes. 

Introduisons la notation de l'intervalle: 

a,6£q.a<&.a.a^6 = (a-+- Qo)/^(ô — Qo) Df. 

« Si la quantité a est plus petite que 6, par a^h nous indiquons Ten- 
semble des valeurs supérieures ou égales à a, et en même temps in- 
férieures ou égales à 6 » . Alors /e q f a "^6 signifie « /" est une fonction 
réelle définie dans l'intervalle a^b *, 

Lorsqu'il s'agit de fonctions numériques, on peut poser, sans am- 
biguïté 

u e K^q .feqîu.o.fu ="yl {a ur>^ (fx = y)\ 
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« Soit u une classe de quantités; et fuue fonction définie dans la classe 
u. Par fu nous indiquons Tensemble des valeurs de fx^ lorsque x 
varie dans u *, 

Une proposition importante en Analybe est la suivante: 

afitq. a<b . fzqfa^h .o.^xz\xza^b:hz(i.Oh * Y f[(x—h)^X'^h) 

« Soit f une fonction réelle définie dans l'intervalle a^b. Alors on 
peut déterminer une valeur de a?, appartenant à l'intervalle donné, et 
telle que, pour toute valeur du nombre positif /i, la limite supérieure 
des valeurs de la fonction f , lorsque la variable prend les valeurs de 
l'intervalle (x^h)^(x-hh)j appartenant à l'intervalle donnée, soit iden- 
tique à la limite supérieure des valeurs de la fonction dans toute 
l'intervalle donnée ». 

On peut donner des fonctions continues la définition suivante: 

a, &eq . a<6 . o .\ f z {qf a^b) cont .=^:x z a*^b,h z Q.Oxji . aQr\fce { 
yia^^b , mod (y — a?) < A: . Oy . mod (fy — fx) < h\ . 

On démontre le théorème, appelé de la « continuité uniforme »: 

. .o.*. . == : /leQ. Oa .^Qr\kz \x,yia^b. 

mod (y—x) < k . Ox,y . mod (fy—fx) < h\. 

On a pendant longtemps confondu ce théorème avec la définition pré- 
cédente. Les expressions qui suivent le signe =^ : ne diffèrent que par 
la transposition de xza^b. 

On rencontrera plusieurs propositions analogues dans mes « Lezioni 
di analisi infinitésimale a. 1893 t. II ». 

En Analyse on rencontre d'habitude le signe de fonction f. Faisons 
quelques applications à la Logique. 

Soient x et y deux signes, et soit leur suite xy un nouveau signe. 
Alors X est un signe de fonction f, car on l'écrit devant y; et y est 
un signe de fonction j , car il suit x. Donc les deux signes f et j se 
présentent naturellement. 

Soit a une classe ; alors la proposition ce e a , selon les valeurs de 
Xf est vraie, ou fausse ; quelquefois elle est aussi dépourvue de signi- 
fication. P. ex. € X est un nombre premier > est vraie pour a; = 7 , 
est fausse pour a? = 8 ; ^ on remplace x par % , il faut bien analyser 
la définition de nombre premier, pour reconnaître si la proposition a 
du sens. Supposons que a? e a ait une signification pour toutes les valeurs 
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•de X appartenant à nne classe donnée u. Alors le symbole e a y que 
nous considérons comme nn signe seul (Cfr. la Note à la P2, où Ton 
parle des propriétés, au lieu des classes), écrit après un individu quel- 
^conque de la classe w, produit xme proposition. On a donc (e a) e (w j P); 
et le symbole uj P signifie « propriété des u >. Si la proposition xza 
■a une signification pour toute valeur de x, on pourra écrire Y (le tout) 
^u lieu de t^; le symbole YjP signifie « propriété ». On a ainsi le 
moyen d'exprimer Tidée de K, donnée comme primitive (PI), par 
•d'autres signes; on pourrait prendre cette relation comme définition 
-du symbole K, en échangeant le système des idées primitives. 

Quelquefois on indique une fonction de deux variables par un 
rflîgne écrit entre les variables, comme 

a-hhy a — b, ax&, a/6,... 

Le signe afi est d'ordinaire considéré comme un tout, et le signe 

•de division indique une opération sur deux nombres. Mais, selon une 

remarque de M. Macfarlane (Educational Times a. 1887), on peut donner 

.AU symbole /& la signification de < réciproque de & » ; alors a/& indique 

le produit de a par Ib (Cfr. Fo § 22). 

Ont une forme analogue les fonctions logiques : 

arsb , aw6 , ajb , 

La formule a-b, si on la suppose définie par la P257 est une fonction 
des deux classes variables a et &; mais dans le Formulaire elle est 
considérée comme le produit de a par - b. Sont aussi des fonctions de 
deux variables les relations: xta^ ao6, a=*fe, a <&,...; la valeur 

• de ces fonctions est une proposition, vraie ou fausse. 

On peut indiquer les fonctions de deux ou de plusieurs variables, 
par Tin signe écrit devant le couple, ou terne, etc. dès variables. Dans 

.le F^ on rencontre les notations: 

D(a,6) =a € le plus grand commun diviseur de a et & > 

m{afi) = « le plus petit multiple commun de a et & > 

quot(a,6) = € le quotient de la division de a par b » 

rest(a,&) = « le reste > » > 

mp(6,a) = « l'exposant de la plus grande puissance de b con- 
-^nue dans a ». 

Soit f le signe d'une fonction; fx est une expression contenant la 
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lettre variable x, Réciproqnement, soit a une expression contenant la. 
lettre variable x, Nous indiquons par ax le signe de fonction /", tel 
qu'on a /xc = a. On a donc 

p. ex. œ* — Sx est une expression contenant x] si Ton pose 

f=.(x^^3x)x 

on aura /b? = a?* — 3a?. La valeur de fx pour a? «= 5, ou f 5, sera donc 
indiquée par 

(aî«— 3a;)"^5 = 10; 

selon ce que nous avons dit à propos des substitutions (dans les abré- 
viations). Dans l'expression (fx)lcy la lettre x est apparente. 

Considérons une expression contenant deux lettres variables x et 
y\ p. ex. a?*— y*. La formule (a?* — y^)x est un signe de fonction; la 
lettre y est réelle, la lettre x est apparente. La formule (x^—y^) y est 
un autre signe de fonction, où y est apparente, x réelle, La formule 
(a;* — y^)[^,y) indique le signe de fonction qui en opérant sur le couple 
{x^y) produit x^—y^ ; les lettres x et y sont apparentes. La formule 
(a;*— y*) œ y est le signe de fonction qui en opérant sur j/, produit le 
signe de fonction qui en opérant sur x produit x^ — y*. De la proposition 

aî^yeq.o.a;* — 2/*eq 
on tire 

y e q . . (a;*— y*) a; e q f q 
et enûn 

{x^—y^)x'yz{qfq)îq. 

Les deux formules (a?*— y*)(a?,y) et (a;*— y*)^ y, permettent donc 
d'exprimer la même idée, bien qu'elles ne soient pas équivalentes, car 
on ne peut pas les remplacer l'une par l'autre. Cette remarque est in- 
téressante; car l'une de ces formules contient le couple (a;,y), idée 
introduite par la P70 comme idée primitive; l'autre ne contient pas 
cette notation. On entrevoit ainsi la possibilité de se passer de l'idée 
du couple. 

On peut même définir le couple, le terne, etc. d'objets. Dans le^ 
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Formulaire Z^ indique la classe formée des entiers 1, 2, ... ti. Cette 
notation a été introduite par M. Dedekind a. 1888; la lettre Z est 
l'initiale du mot « 2jahl ». Alors qfZj, qfZg, ... désignent les ex- 
pressions « un couple, un terne, ... de nombre réels »; et la proposition 

aeqfZn 

est identique à l'expression « soient a^ «g ... a» des quantités quel- 
conques ». 



P502. Définition, 

Soient a, b, c des classes; u une transformation des a en &, et v 
une transformation des h en c. Soit a? un a. Alors à l'expression a7(wv) 
nous donnons la signification (xu)v\ c'est-à-dire appliquer à x Topé- 
ration uv, signifie lui appliquer l'opération u, et au résultat l'opération v. 

Ainsi on a défini la succession, ou produit, de deux opérations; 
l'expression xuv a la propriété associative (Cfr. P510). Si les Hp de 
la définition ne sont pas satisfaites, cette propriété pourra manquer. 
Si p. e. /'eqfq, D est le signe de dérivation, et xsq, la formule 
jyfx, qu'on lit « la dérivée de /b? », signifie (Df)x, et non D{fx). 
C'est-à-dire on doit de l'opération f déduire l'opération D/", et ensuite 
faire cette opération Df sur x ; et non pas sur x faira l'opération f, 
et sur le nombre fx faire l'opération D, qui n'a plus de sens. On a 
p. ex. D sin — = 1 , car D sin = cos , et cos = 1 ; mais sin « , et 
D n'a pas de signification. L'opération D doit être exécutée sur un 
signe de fonction. Si pour un moment nous appelons analyt(iques) les 
fonctions ayant une dérivée, on aura 

De(qfq)f(qfqanalyt) 

« D à chaque fonction analytique fait correspondre une fonction réelle- 
de variable réelle ». 
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« Soit u une correspondance entre les a et les &; soient x et y des 
individus de la classe a, et soit x = y\ on aura xu = yu. En efiet 
soit V une classe, et supposons que xu soit un v. Alors ce a la propriété 
xuzv] donc, par la définition P80 de l'égalité, y aura la même pro- 
priété yutv. Donc toute propriété de xu est une propriété de yu ;, 
d'où la Ths ». 
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Dans Fj I §5 P2 on avait donné cette proposition comme partie 
-de la Def. du signe j. Nous pouvons maintenant la déduire de la 
nouvelle définition du signe ». 

PÔ05. < Toute fonction définie dans une classe a est aussi définie 
-dans une classe contenue dans a ». Cfir. Fq §24. 



P520. Définition. 

Par (aj&)Sim nous désignons les transformations des a en 6, lea- 
quelles à différents objets de a font correspondre des objets aussi dif- 
férents de &. Elles s'appellent semblables (similes). La qualification Sim 
s'applique indifféremment aux signes d'opération qui précèdent (f), ou 
• suivent (j), la -variable. 

Exemple : 

log6(qfQ)Sim. 

Les P521, 522, 524 expriment pour les correspondances semblables 
-des propriétés analogues aux P505, 506, 509. La P507 n'a pas de cor- 
respondante pour les j Sim. En effet si t^ à chaque a fait correspondre 
un c et à chaque h un c, u fait bien correspondre à chaque a^h un c. 
Mais si les correspondances ajc et 2» je sont semblables, il ne s'ensuit 
pas que (av^6)jc soit aussi semblable. Écrivons p. ex. ;rp2 au lieu 
de aî« [x à la puissance 2). On a (p2) e (QofQo)Sim , et (p2) e (Q^f— Q)Sim, 
« l'élévation au carré indique une correspondance semblable entre les 
nombres positifs, et aassî entre les négatif^ et les positif >; mais on 
-n'a pas (p2) e [(Qo f q) Sim]. 
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« On appelle correspondance réciproque des a en &, toute corre- 
spondance semblable des a en &, et telle que tout h soit le correspondant 
de quelques a ». P. ex. log e (q f Q) rcp . 

Dans Fo et F^ on a écrit sim (non Sim) au lieu de rcp ; la notation 
que nous suivons maintenant, et qui empêche toute confusion entre 
les deux idées, est due à M. Pieri. 

Les conventions sur les fonctions, que nous venons d'expliquer, 
sont suffisantes pour les usages ordinaires. Nous en donnons encore 
quelques-unes, dont les conséquences ne sont pas encore suffisamment 
étudiées. 
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M. Dedekind (Was slnd and was sollen die Zahlen? a. 1888 §21)^ 
introduit une notation, qu'on peut écrire par nos symboles sous la 
forme (F, I §5 P3) 

(1) a , & e K . /e 6 f a • • /a = yl {a a/^âJë {fx = y)} . 

Cette notation, dans toute sa généralité, peut produire des ambi- 
guïtés. P. ex. num K^ selon cette convention signifie < les valeurs de 
l'expression numu, où u est une classe quelconque ». Il représente 
l'ensemble du nombre 0, des nombres finis, et des différents nombres 
infinis ». Mais le même signe a déjà la signification de « le nombre 
des classes » qui est l'infini de la plus grande puissance, selon la no- 
menclature de M. Cantor. 

Au lieu de donner cette notation en général, nous la donnerons, 
dans la suite du Formulaire, dans les cas particuliers où il n'y a pas- 
d'ambiguité à craindre. 

M. Dedekind (id. § 26) introduit la fonction inverse (umgekehrte)- 
d'une fonction f^ qu'il désigne par Y\ la fonction donnée / est sup- 
posée rcp. Sa déf. symbolique est: 

(2) a, 6 e K . /"e (6 f a) rcp . y e 6 . Jfy =T xt{fx «= y) . 

« Boit y un & ; par TV ^^ désigne l'individu x qui a y pour cor- 
respondant ». Alors la formule ne dit pas dans quelle classe .il £Eiut 
prendre x. On peut supposer que x soit un a; on pourra en con- 
séquence au deuxième membre de l'égalité substituer T[arN»7(/aî=y)]^ 
« l'individu de la classe a, et auquel correspond y » ; alors ce second 
membre contient la lettre x apparente, et les lettres a, /", y réelles; 
on ne peut pas l'indiquer par une formule comme fy, où il n'jr a pas. 
la lettre a ; on pourra l'indiquer par une notation comme fay * l'in- 
verse de f, pas rapport à a, de y » . 

(3) . . . o . "a y =T[arNxT(/aî=y)]. 

P. ex. nous avons (p2)e(QfQ)rcp , « l'élévation au carré établit uno^ 
correspondance réciproque entre les nombres positifè » . Soit y e Q ; 
selon la première définition donnée, la formule p2y désigne « l'indi- 
vidu qui élevé au carré donne y » expression ambiguë; pour la dé- 
terminer il suffit d'écrire p2^y « la quantité positive dont le carré 
est y > . Mais cette notation rigureuse, n'est plus commode. 
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Dans le F^ I §5 P21 on donne une autre définition de la fonction 
inverse; mais elle présente les mêmes difficultés. Dans F^ § 32 j'ai 
introduit l'inversion dans une nouvelle signification; et j'ai introduit 
des signes pour compléter la définition (1). Mais jusqu'à présent dans 
le Formtilaire on a pu se passer de ces notations difficiles. 

Parmi les fonctions il faut considérer l'identité qui à chaque objet 
fait correspondre l'objet même. Désignons-la par id' ou 'id, selon que 
nous l'écrivons avant ou après l'objet. Sa définition est 

id'a? = X x'id == x . 

On a: 

« e K . .('id) e (« j 5) rcp 

€ l'identité est une correspondance réciproque dans toute classe * , Dans 
l'Arithmétique les opérations -hO, xl, pi,... (ajouter 0, multiplier 
par 1, élever à la 1^®'® puissance,...) sont l'identité. Dans la théorie 
des substitutions l'identité est indiquée par 1, en sous-entendant l'opé- 
ration X. 

Les notations précédentes nous permettent de définir le « nombre > . 
Posons: 

(1) a,&eK . o:numa = num& . = .a(dj6)rcp . dé£ 

« Soient a et & des K ; nous dirons que le nombre des a est identique 
au nombre des b, si l'on peut mettre les a et les b en correspondance 
réciproque ». 

(2) a e K . : num a = . « . a «= a . 

Les tables que nous publions contiennent toutes les propositions 
connues de Logique mathématique. Toutes les formules sont écrites 
complètement en symboles; on ne doit rien y sgouler par le langage 
ordinaire. Nous avons mentionné les Auteurs qui ont donné de chaque 
formule Texpression symbolique plus ou moins complète ; en exceptant 
les formules trop simples^ et celles que nous avons rencontrées dans les 
calculs. Nous avons classé les idées en primitives et en dérivées, et 
donné la définition symbolique des dernières. Nous avons aussi classé 
les propositions, en donnant la démonstration des P non primitives. 
Dans les notes nous avons indiqué comment on pourrait construire 
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•d'autres écritures symboliques, différentes de l'actuelle, non par la 
forme des signes (objet indifférent), mais par le différent groupement 
des idées. Nous avons mentionné d'autres systèmes d'idées primitives, 
par lesquelles on peut composer toutes les idées de logique ; et d'autres 
systèmes de propositions primitives. Mais ces remarques ne donnent 
qu'une faible idée des études qu'on pourrait faire sur ces questions, 
par elles-mêmes intéressantes au plus haut degré, et dont l'utilité n'est 
pas douteuse; selon Leibniz, il ne saurait exister d'études plus élevées 
Tii plus propres au bien du genre humain. 
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PRÉFACE. 



Le § que nous publions, est la théorie des nombres entiers et fraction- 
naires, positifis et négatifs. Il contient les propositions exprimées par les 
signes idéographiques dans les publicAtions précédentes, les démonstrations, 
les indications historiques, avec les nombreuses additions apportées par les 
Collaborateurs. 

Son progrès par rapport au tome I est évident. Quelques théories sont 
déjà suffisamment analysées; mais dans d'autres cas il n'y a que renoncé 
de quelques propositions, pour indiquer la place où un collaborateur de 
bonne volonté pourra insérer une théorie complète. Ces lacunes sont inévi- 
tables dans notre publication ; car le Formulaire, toujours en construction, 
procède par perfectionnements successifs; d'un coté l'on ordonne et com- 
plète des théories, déjà publiées; d'autre coté on introduit les esquisses de 
théories nouvelles, qu'on perfectionnera dans la suite. 

L'exécution typographique, plus difficile que celle d'une table de loga- 
rithmes, exige bien de soin. Les formules ont été corrigées plusieurs fois; 
mais il est probable qu'on rencontrera encore des erreurs. 

Dans la « Revue de Mathématiques (Eivista di Matematica) » nous pu- 
blierons les additions et les corrections qu'on nous indiquera; elles seront 
insérées dans le texte d'une nouvelle édition. 



Signes de Logique adoptés dans F,§2 
Extrait du F,§1 

Cls £ . [] { { 3 ^ = Df , 3 ; - u a f ? Cls' f j I Sim rcp 

Idées primitives ^.^^'Ç^ c^'ir^Y" 

1. "Cls" ou "K" signifie "classe". ,^ 
Note, Ce symbole a la forme K dans F^, F,§1, et d^ l^U€ka3dde| 838 ' 1 

plusieurs Auteurs. Nous lui donnons ici la forme Cls, plus Wile à lire. — 

2. Soit a une Cls; xea indique la proposition " œ esSu^^ 
Exemples: §2P0021 337-7. e est la lettre initiale du mot iaxL 

3. On divise une formule en parties par des parenthèses ()[]{} 
ou par des points. 

On écrit un point où Ton fait la division. Si à cette place on a déjà un 
point, on écrira un nouveau point, et ainsi de suite. Si a, b, c, .., désignent 
des signes quelconques, seront identiques les groupements: 

aJ)c ab.c ab.cd a:bc,d ab.cd:e.fg:.hk.l 

a(jbc) (ab)c (ab){cd) a[{bc)d] \[{ab){cd)][€(fg)]\[(hk)q 

Plusieurs conventions ont pour but de supprimer des divisions: §1 P5" 6' 
14* U'" 16' 70' 103' 202' 206 400' §2 P023-1 043-6... 

4 Les lettres ab ... z a' ... désignent des objets quelconques. 
Aux signes ayant une signification constante nous donnons une forme 

spéciale 3 = H X ...» ou les composons par des lettres grecques e t Sy 

ou. romaines Cls Df mod ... 
Dans les notes nous dirons qu'une lettre est réelle dans une formule, lorsque 

la valeur de la formule dépend du nom de la lettre; dans le cas contraire la 

lettre est apparente. 

5. Soient p et q des propositions contenant des lettres varia- 
bles X ... z. La formule p .3«?-«- î signifie " de p on déduit, 
qjiels que soient x...z^ la q. " 

5^ On sous-entend les indices au signe 3 > lorsquMl n'y a pas 
d' ambiguïté à craindre. 

5". Les groupements pT^yi et pT^q sont identiques à pr^.q. 

Ex: §2P002.2 045 338 ... 

Les lettres qui figurent comme indices au signe D sont réelles dans THyp 
et dans la Ths; elles sont apparentes dans la déduction. 

6. L'affirmation simultanée des propositions p et g est indiquée 
par ptq^ ou par pq. 
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6'. pq^ signifie {pq^^y et p^r signifie pZXQ^)- 
Ex: §2 P3371-2-3. 

7. La définition symbolique d'un signe nouveau â?, c'est 1». 
convention d' appeler x une formule connue a; on Tindique par- 
xz=a Df 

Ex: Df des chiffres §2 POlO, de Nj P020, de n, R, r, ... 

7'. Si ce qu'on définit contient des lettres variables, et s'il faut 
d'abord limiter la signification des lettres par une Hypothèse^ 
alors la Df a la forme 

Hp .3 œ = a Df 

Ex: LesDfdu§l; lesDfde 0+6, données, dans l'Hp a,Ô£No §2 POlM-2^ 
dans rHp a,be^ P034, dans THp afisU P061-2 ... 

7", Le signe Df ? indique les propositions qu'ont la forme des DL 
Ex: §1 P52 P241 P257 ... §2 P020-4 P0411-2 ... 

11, a e Cls .3 ^fj/sa .=. œea . yea \= "a? et y sont des a"j Df 
La formule x^y^zea signifie 

at^yea . zBa 
'* a; et y sont des a, z est un a „ , qu'on lira ** œ^ y, z sont des a ,,; et. 
ainsi de suite quel que soit le nombre des sujets. 

12, a,6^ Cls .3-. ory> •=: a)earr)a^rœeb |= "tout a est 6" j Df 

Ex.: §2 P0201 0391 0801 090-2.' 

La relation àzy>, considérée par Aristote, a la forme a<b dans Segner 
a. 1740, a > & dans Lambert a. 1765, a Qb dans F|. 

Le signe 3t qu'on peut lire « est contenu » est une déformation de la. 
lettre initiale du mot < contient ». 

13, as Cls .3 ^^fi^) =^ Df 
On peut lire le signe 3 par le mot « qui ». 

Cette convention s'applique, avec avantage, lorsque la proposition con- 
tenant la lettre variable a? n*est pas encore réduite à la forme XBa, Soit 
p une proposition contenant la lettre variable œ; la formule xsp indique 
€ la classe des x qui satisfont à la condition ^ » ou « les racines de l'é- 
quation p » . 

Dans la formule xapy la lettre x est apparente. 

Le signe X3, dans les travaux précédents a la forme xb, 

Ex.: §1 P14, ... §2 P0211, ... 

14, aybe Cls .3 ^^ = xsiœea . xéb) { = " a et 6 "j Df 
14'. àb =aN) Df 

14" afi,c€ Cls .3 abc = {ab)c Df 



Ï4'" .3 alOc .=. {flh)Z)c : àTybc .=. àTypc) Df 

Ex.: §2 P337-5. 

^fi,CE Cls .3* • 

15. xea .3- ^^& -3 ^^<^ •'•=• ^^^ • ^^& -Do,- ^^^ ^f 

15' : 063? Df ? 

Le signe défini correspond à la forme ordinaire * b\ x est un a, alors, 
8*il est un h, il est un c ». 
Ex.: §2 P0231-3--8 044-2-'7 0621314. 

16. afie Cls .3 a=6 .=. a3 . 63a Df 
Ex.: §2 P020-3'4. 

16'. apyce Cls .3 cib=c .=. {ab)=c . a=6{? .=. a=(pc) Df 

17. a,6^Cls .3'- 

a?fia .=^. a7fi& :=:: ojea .3a,- ^^& ^ ^^^ Oa»- ^^^ ^^ 
17'. a=6 Df? 

Dans la formule xbo. =« .xsbj la lettre o? est apparente. 
Ex.: §2 P021-4 070-4--9. 

18. a,6,c^ Cls .3 • ^^Tsa r^„: xsb=œec .-.=. 063 • ^^^3 ^^^ 
Ex.: §2 P003-5 044-8 0851-3-4-5-6. 

Propositions primitives 

21. a«Cls .3 a3a Pp 

«,6e Cls .3 22. oôfiCls . 23. àb'^a . 24. 0636 Pp 

25. a,b e Cls . a'^b . a?ea .3» ^^& Pp 

26. a,6,c£ Cls . a3& • &3^ O* ^3^ ^ 

27. . a36 • û^3^ O- ^3*^ ^ 

52. a,6£Cls .3: a36 .=. a=ab Df ? 

; Idée primitive 

70. {x;y) ou (a:,y) indique le couple formé des objets x et y. 
l(f.{x;y;z)=i[{x;y);z] Df 

Dans la notation (a?;y) on peut supprimer les parenthèses. Elles sont né- 
<^essaîres dans la notation (a?,y), très répandue, pour ne pas produire des 
junbiguités avee la convention Pli. 

On rencontre le signe du couple dans les substitutions §2 P017, ... après 
le signe g P060, dans les fonctions de deux ou de plusieurs, variables 
F220-4 2411 ..., et dans d'autres cas P201-3 ... 

71. ix;y) = (a;6) .=. a?=a • y=6 Df 
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72. a,&,c£Cls : xea . {x\y)£b 0*»y- (^;y)^^ O-*- 

xea .3^: {x\y)éb Oy . {x\y)ec Pp 

80. x=zy .=: a€Cls . a?£a .^a- y^^ I^f 

- Idée primitive 

100. Soit p une proposition; -j) désigne sa négation. 

101. aeCls .3- ^-£^ •=• '^xea) Df 

102. a>-=y .=. '{xi^y) Df 

103. a€Cls .3- 'a=iœ3{ooea) Df 

103'. a,6£Cls .3 a^zzzar^ : -a3&.=.(-a)3& : -a=:6.=.(-a)=:6 Df 
Le signe de négation se rencontre dans Leibniz (a. 1700?). Nous le con- 
sidérons comme primitif en avant d'une proposition. (PlOO); il est défini 
lorsqu'il précède les signes s (PlOl), = (P102), et le nom d'une classe (P103). 
Ex.: §1 P201 ... §2 P002-4 003-3 020-4 074- 0842. 

a,&,C£Cls .3: 105. -a £ Cls 106. Mrà) = a Pp 

108. a&3c .3. a-(?3-6 Pp 

201. a,beC]& .3. aj) = -[(-aX-6)] î = " a ou 6 " } Df 
202. .3- ^^^ -w. xeb .=. œe cvjb Df 

Leibniz a indiquée l'opération \j par les signes u et +. 

Ex. de la P201: §2 P020-3 336-1 ... Ex. de la P202: §2 P085-4-5 151-4 ... 
202' a,6,c5 Cls .3î (Jhjc={abyjc : a>jbc^=asj{bc) : au&]I>?.=.(au&)3c : 

ayM:.=zMZXlKic) 206. awôs/c = (ûw6)uc Df 

241. a^beCls .3. aJ) = x3{ ceCls . a'^c . b'^c .3, . xec) Df? 
257. 0-6 = X3{ ce Cls . a^hjc .3c • ^^^ ) ^^ 



300. ofiCls .3.-. -a a .=: 6e Cls .3, . a36 Df 

300" -aa .=. a3-a Df? 

400. aa .=. -(-a a) j = " les a existent " j Df 

400'. a^ôfiCls .3. ganô = a(an6) Df 

Ex: §2 P003'6-8 060 084-3--8 ... Le signe ga a la môme valeur que a-=:Ai 
qu'on rencontre dans plusieurs travaux. 

i 1 

420. IX = y3{y=a:) \ = " égal à a? " j Df 

422. 423. aeCls .3- ^^(^ •=• ^3^ • ^>y£^ = ixyty'^ Df? 

424. aeCls .3 ^^^ •=• a^a?^ Df? 

430. aeCls . aa : a?,yea .3^>y- ^^*^=y O" ^^*^= ^^ •=• ^^^ ^ ^^^ 



î?^" 
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Le signe t est IMnitiale du mot Toog, ix désigne la classe formée par l'objet x. 
Réciproquement, soit a une classe qui contient un seul individu ce. Cela arrive 
lorsqu'il y a des a; et si deux individus de la classe a sont nécessairement 
égaux. Dans ce cas m (ovl ta des travaux précédents), qu'on peut lire 
** le a ", indique l'individu qui forme la classe a. 

Ex. du signe r. §2 P020-3-4 071 072 07a... Ex. de i: §2 P0211 0501 061 ... 

450. ueCls .3- Cls'i* = Cls^a)3{œ'^à) \ = "classe de u'' j Df 
Ex: §2 P018 220 310 318 ... 

f J I Sim rcp 
a,6,C£Cls .3-'- 

500. ne ajb .=: xea r^^^. œuéb Df 

501. u£ Ma .=: xea .3x- ^^ ^^ ^^ 

502. u£ a}b . vE bjc . xsa .3- oo{uv) = {œu)v = œuv Df 
511. ueUa .3- {vlx)\u=:u 512. Msojft .3- (l^rX^w) = u Df 
520. ue (aj6)Sim .=: us ajb : Xjjjea . a?-=t/ 0^>y • ^^ "^^ V^ ^^ 
530. t*€ (aj6)rcp .=: u£(aj6)Sim : yeft O^ • '3.ar^x3{xu =y) Df 

On peut prononcer « fonction » le signe f et « ef » le signe j, 

Ces signes permettent de représenter par les symboles idéographiques les 
idé^s de « fonction, correspondenco, opération, suite, ordre, place, etc. ». 

P500 " Soient a et & des classes. Nous dirons que a est un af&, lorsque, 
Je signe u écrit après un individu quelconque de la classe a produit un 6 " 
(P501) ** et que u est un &fa, lorsque lé signe u écrit en avant d'un a 
produit un 6 ". 

Ex. du signe j §2 P003-1 0114 014 015 016 018 0217 0507 ... 
J » PlOl 102 103 110' 112 115 121 ... 

Le signe | est le signe d'inversion. Dans les travaux précédents il avait 
la forme . « Soit ux une expression contenant la lettre variable x; par 
{tLx)\x nous indiquons le signe de fonction u qui, écrit en avant de ar, 
produit la formule donnée luc » . 

« Soit œu une formule contenant la lettre variable x; {\x){xu) désigne 
le signe de ''onction qui écrit après x produit l'expression donnée xu ». 

On rencontre le signe | dans les substitutions ; car si a est une formule 
contenant la lettre variable a?, y\xa indique « la valeur que prend la fonction 
\xa, pour la valeur y de la variable », ou « ce que devient la formule a, 
lorsque l'on remplace x par y »: On peut remplacer une couple,, une terne, ... 
par une autre' couple ou terne. Ex.: §2 P017 0413 Dem 0431 Dem ... 

Le même signe sert à indiquer la variable. Ex.: §2P101'21-41 104-2'3'4-5 ... 

Le signe « Sim » signifie « correspondence semblable (similis) ». 

Ex.: §2 P003-4 011-5. 

Le signe « rcp » signifie « correspondence réciproque ». 

Ex.: §2 PlOl-12 12112 2101. 
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(h*dre des signes d' AHthmêtique. 



N, + 0123456789XN, -nx/Rr^-2*77> 
< ^ <; mod sgn num qo Nc^ înfn max min ! Cmb quot rest 
Dvr mit Np ïnp * E ©. 

On rencontre d'abord les signes des idées primitives. Ensuite tout signe 
est défini par les précédents. 

Les propositions du §2 sont ordonnées selon les combinaisons des signes 
d'Arithmétique qui les composent. Ces combinaisons de signes forment les 
titres des ensembles de P. On trouvera ici la place d'une proposition, à peu 
près comme on trouve la place d'un mot dans un dictionnaire. 



Sigles des collaborateurs. 



2. = Chini, Form. d. Math., t. H. 

*^ = Formulaire de Mathématiques t. I, parties II et III. Ces 
parties ont été rédigées et complétées en collaboration ; 
y prirent part, notamment à la II partie, M. F. Ca- 
STELLANO, et à la in M. C. Burali-Forti. 

^ = ï^ANO, Arithmetices principiay a. 1889. 

^ = » Sul concetto di numéro. R. d. M. a. 1891. 

*§, = Padoa, Form. d. Math.j t. IL 

< = Vacca, » » t. II. 



N, + 0123456789X 

Idées primitives 
001-1. 0= «zéro» 

•2. Nq = « nombre (entier, positif ou nul) » 
•3. a 8 N^, r^. a+ = « le successif de a » 

Propositions primitives 

002i. OeN, Pp^ 

•2. a £ N, .3 a+ e No Pp "^ 

'3. a,be'îH^.a+ =b+ r^.a = b Pp "^ 

•4. a £ N^ .3 a+ -= Pp "^ 

•5. seCls .0 £ s :x £ s .3»- ^+ ^ « O- N, 3 ^ ï^P "^ 
} P-5 = Induct = « loi d' induction » { 

POOl-2. Notes 

Les POOl expriment, par le langage ordinaire, la signification des sym- 
l)oles Nq ,+, 0, qui représentent des idées primitives, par lesquelles, com- 
binées avec les signes de logique nous donnerons la définition symbolique 
de toutes les idées d'arithmétique. 

Nous proposons de lire le signe Ng par le mot « nombre, » bien que ce 
mot aie plusieurs significations. Le signe N© , typographiquement composé, 
doit être considéré comme un signe seul, qui représente une idée simple. 
Les nombres à commencer par 1 seront indiqués par N^ ; cfr. P020. Selon l'é- 
cole de Pythagore, le premier nombre est 2; on traduira donc le mot 
*AQi^fi6ç d'Euclide "par No+2. 

Le signe + représente d'abord Tidée simple de « successif ». Mais bien- 
tôt, par les Def. 011, il indiquera la soinme, selon Tusage ordinaire. 

Les idées primitives sont déterminées par les 5 propositions primitives 002 
desquelles découlent toutes les P de l'Arithmétique. 

Dans la lecture des propositions il convient de s'approcher autant que 
possible du langage ordinaire. On lira les P2 p. ex. comme suit: 

•1 € est un nombre ». 

•2 € Soit a un nombre ; son suivant est aussi un nombre déterminé. » 

'3 « Si deux nombres a et 6 sont suivis par le même nombre, ils sont 
^gaux. > 

•4 « Le nombre qui suit un nombre quelconque n'est jamais » . 



-5 « Soit 8 une classe; supposons que appartienne à cette classe; et 
que toutes les fois qu'un individu x appartient à cette classe, son suivant 
y appartienne aussi; alors tous les nombres appartiennent à cette classe. 
On appelle ** principe d'induction „ cette Pp » . On peut aussi la lire : « Si une 
proposition est vraie pour le nombre 0, et étant vraie pour le nombre x, 
çlle est aussi vraie pour le nombre sc+, elle est vraie en général », Ou 
encore « le système N^ est le plus petit système qui satisfasse aux condi- 
tions -1 et -2 ». 

Les PS sont des conséquences ou des transformations des Pp. 

Les Pp énoncées sont nécessaires à déterminer les idées primitives; dif- 
féremment dit, elles expriment des vérités indépendentes. Cela est évident 
pour les P-1 et '2, qui expriment que nous considérons une classe N^, à 
laquelle appartient un individu appelle 0, et dans laquelle est définie une 
correspondance, ou opération, appellée « successif » ou « + » . 

Pour reconnaître l'indépendence d'une Pp, il suffit de donner aux sym- 
boles primitifs 0,No,-f- une interprétation, telle que soient vérifiées toutes 
les Pp, différentes de la considérée. 

Pour former un système qui satisfasse aux conditions -1 -2 -3 -4 mais non 
à la *5 il suffit aux Ng ajouter un autre système qui satisfasse aux condi- 
tions '2 -3 et -4, Par ex. si l'on remplace la classe N^ par la classe N^,u(i+NQ), 
où i est l'unité imaginaire, et si au symbole a+ ou donne toujoui-s la si- 
gnification de a+1, ou aura satisfait à toutes les Pp, à l'exception de la '5. 
Les nombres cardinaux transfinis de M. Cantor (P210) sont un autre sy- 
stème qui satisfait aux conditions 'l-'4, mais non à la *5. 

Pour satisfaire aux conditions -1 '2 '3 "5, mais non à la '4, il suffit de 
considérer un système périodique ; p. ex. les heures astronomiques du jour, 
où l'heure suivunte de 23 est 0. 

On satisfaira à toutes les conditions, moins la '3, par un système pério- 
dique, précédé d'un antipériode; comme la suite 0,1,1,1,... ? 

Ces Pp, dont nous avons vu la nécessité, sont suffisantes pour déduire 
, toutes les propriétés des nombres qu'on rencontrera dans la suite. Mais il 
y a une infinité de systèmes qui satisfont à toutes les Pp. P. ex. elles sont 
toutes vérifiées si l'on remplace N(j et par N, et 1; c'est sous cette forme 
qu'elles sont énoncées dans "^ et J* . Tous les systèmes qui satisfont aux 
5 Pp sont en correspondance réciproque avec les nombres. Le nombre, X^, 
est ce qu'on obtient par abstraction de tous ces systèmes; différemment 
dit, le nombre est le système qui a toutes et seules les propriétés énoncée^j 
par les 5 P primitives. 

L'analyse des idées fondamentales de l'arithmétique a donné lieu à d'in- 
nombrables travaux; son progrès tout à fait moderne, est dû au dévelop- 
pement de la Logique mathématique. Nous réproduirons ici la suite de^ 
définitions données par: 

R. Dedekind, Wcis sincl und was sollen die Zahle?i?, Braunschweig, 
a. 1888: 
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« 3. Ein System A heîsst Theil eines Systems S^ wenn jedes Elément von 

A auch Elément von S ist woUen wir [dièse Beziehung] durch das 

Zeichen A'^8 ansdrlicken ». 

« 17. Ein Ding g heisst gemeinsames Elemept der Système -4, i?, C..., 
wenn es in jedem dieser Système ... enthalten ist. ... un ter der Gemeinheit 
der Système -4,5, C ... verstehen wir das vollstë-ndig bestimmte System 
G (^, B^ C ...) welches ans allen gemçinsamen Elementen g von A,B,C »,, 
besteht ». 

« 21. Unter einer Abbildnng <p eines Systems aS^ wird einGesetz verstan- 
dcn, nach welehem zu jedem bestimmten Elément s von S ein bestimmtes- 
Ding gehôrjt, welches das Bild von s heisst und mit 9? («) bezeichnet wird;... 
Ist nun T irgend ein Theil von S, so ist in der Abbildung 9? von S zn- 
gleich eine bestimmte Abbildung von T enthalten, welche... darin besteht, 
dass jedem Elemente t des Systems T dasselbe Bild 9? {t) entsprlcht, welches 
t als Elément von S besitz; zugleich soll das Sj'-stem, welches ans allen 
Bildern ç> (t) besteht, das Bild von T heissen und mit (p (T) bezeichnet 
werden, ... Der Bequemlichkeit halber woUen wir... die Bilder von Ele- 
menten s und Theilen T entsprechend durch 8' und T' bezeichnen... » 

« 26. Eine Abbildung g> eines Systems ^heisst ahnlich ... wenn verschie- 
denen Elementen afi des Systems S stets vcrschiedene Bilder a' = ç> (a), 
b' =z <p.(p) entsprechen... » 

« 36. ...Wir nennen dahef 99 eine Abbildung des System ^insichselbst 
wenn <p (S)'^S ist,... » 

« 37. K heisst eine Kette, wenn K'^K ist... » 

« 44. Ist A irgend ein Theil von S, so wollen wir mit A^ die Gemeinheit 
aller dcrjenigen Ketten (z. B. S) bezeichnen, von welchen A Theil ist;... 
wollen wir A^ die Kette des Systems A oder kurz dieKette von -4 nennen...» 

< 71 . Ein Systems JV heisst einfach unendlich, wenn es eine solche ahn- 
liehe Abbildung <p von N in sich selbst giebt, dass N als Kette (44) eines Ele- 
mentes erscheint, welches nicht in 9? (N) enthalten ist. ... besteht mithin 
das Wesen eines einfach unendlichen Systems N in der Existenz einer 
Abbildung <p von N und eines Elementes 1, die den folgenden Bedingun- 
gen a, fi, y, S genùgen: 
a. N'^N. 
/?. J^=lo 

y. Das Elément 1 ist nicht in N' enthalten. 
^. Die Abbildung <p ist fthnlich ». 

€ 73. Wenn man bei der Betrachtung eines einfach unendlichen, durch 
eine Abbildung q> geordneten Systems N von der besonderen Beschaffenheit 
der Elemente gftnzlich absieht, lediglich ihre Unterscheidbarkeit festhRlt 
und nur die Beziehungen auffasst, in die sie durch die ordnende Abbildung 
99 zu einander gesetz sind, so heissen dièse Elemente naturlicheZahlcn...*- 
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010. 1=0+. 2 = 1 + . 3 = 2+. 4 = 3+. 5 = 4+. 

6 = 5+. 7 = 6+. 8 = 7+. 9 = 8+. X = 9+. Df 

POIO. Note sur les chiffres, /, 

Nous avons ajouté aux chiffres 0, 1, ... 9, le signe X des romains pour 
indiquer le nombre « dix » ; il nous est nécessaire jusqu'aux conventions 
sur la numération (PHO), lesquelles suivent nécessairement la multipli- 
cation et l'élévation à puissance. 

Un grand nombre de savants ont décrit les signes de numération chez, 
les divers peuples. Nous suflfit ici de mentionner: 
M. CANTOR, Geschichte der Math. a. 1880, t. I. 
C. BAYLEY, On the genealogy of modem Humerais, Journal of the^ 

Asiatic Society, a. 1882, p. 335, et a. 1883, p. 1. 
F. LINDEMANN, Zur Geschichte der Polyeder und der Zahlzeichen^ 

Sitzungsberichte der math, phj^s. Cl. d. Akad. zu Milnchen, t. 26,, 

a. 1896 p. 625. 

Voici quelques indications sommaires: 

Les nombres qui suivent 0, sont exprimés, sans les conventions POIO, par 
0+, 0+ + , 0+ + +,etc. , 

Si Ton remplace les + par des barres, et si Ton sousentend le 0, ila seront 
indiqués par 

I n m ... 
par la répétition d'un même signe ou comme réunion des unités. 

C*est la notation primitive des nombres, qui date des temps les plus reculés^ 
et encore en usage dans des cas spéciaux, comme la taille de la boulangère» 

Dans les hiéroglyphes des anciens égyptiens, les nombres 1, 2, ... 9 sont 
figurés par 1, 2,... 9 barres. Puis il y a un signe (H) pour représenter 10,. 
et des signes pour représenter 100, 1000, etc. 

Dans les écritures hiératiques et démotiques (a. —2000), déformations 
de la hiéroglyphique, les scribes ont réuni ces barres, et ont formé dea 
signes simples, on chiffres, pour représenter les nombres de 1 à 9; comme 
on voit encore dans nos chiffres 2 et 3, qui proviennent évidemment de^ 
la réunion de deux (=) on de trois barres {=), Ces deux chiffres ont, dans. 
le calendrier égyptien, presque la même forme que chez nous et chez lea 
indiens. Chez les arabes ils résultent de barres verticales, et ont à peu 
près la forme bo et os. 

Les chiffk-es 4 et 9 se rassemblent encore chez les différents peuples. - 

La forme des chiffres 5, 6, 7, 8 a varié beaucoup chez les égyptiens, le» 
indiens, les arabes, et chez nous. Mais tous ces chiffres ont la même source,^ 
comme aussi les « apices », que Boetius(ilrs geometrica a.+500) attribue 
àPy thagoras (a . —550); il est probable que, dans ses calculs, ce philosophe 
se soit servi des chiffres égyptiens (Lindemann, p. 754). 

Pour la représentation des nombres supérieurs & 10, voir la « Note sur 
les systèmes de numération > (PllO). 
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-011. a, 6 fi N, .3 

M.a+0 = a -2. a+(6+) = (a+6)+ Df ^ 

'2\a+l=a+ {P-2.ô = oo.P] 

a+2 = {a+l)+ = a++ [ ».ô = i.» j 

a+3 = a+2+ =a+ + + 
•3. a+b £ No ^ 

[ Hp . 6=0 . P-l .3 Ths (1) 

Hp . a+b B No . P-2 . P002-2 O. aMP+) «N^ (2) 

(1) . (2) . Induct O. P] 
•4. +6 fi NojNo [=:P-3] -5. +6 fi (NjNo)Sim [=z P012-2] 
'6. 0+a = a 

[ a=0 . P-1 .3 Ths (1) 

Hp . 0+a—a 3. 0-Ka-f) = (0-f a)+ =a+ (2) 

(1). (2). Induct 3. P] 
•7. a+(6+) = (a+)+& 

[ Hp . ô=0 . P-1 3. Ths (1) 

Hp . a-Hpi-) = (a+)+6 . P-2 3. a+[(6+)+] = [a+(^)]+ 

= {(a+)-h6]+ 
P-2 3. » =(a+)+(6+) (2) 

(1) . (2) . Induct 3. P] 

POU. Note, 

Les POll'l et '2, donnent, par induction , la définition de la somme a+b. 

« a+0 signifie a; et si Ton connaît la signification dé a+by pour une 
xertaine valeur de 6, par a+(6+) on entend le successif de a+b ». 

Si, dans la *2, on pose &=K), on aura d'abord la signification de a+l\ si 
l'on fait ô = 1, on aura la valeur de a+2, etc. 

L'addition dans Diophante et les algébristes hindous, est indiquée par 
l'absence de signe. 

La somme et la différence sont indiquées par les signes ^T et rrC, abré- 
viations des mots «plus» et «moins» dans Paciulo a. 1494 et dans 
De la Roche a. 1520. On trouve les signes + et — , avec la signification 
actuelle dans Stifel, a. 1549, qui les appelle « diser meiner zeichen ». 

On rencontre aussi ces signes dans Widman , a. 1489; mais ils sont plutôt 
des signes de direction que des signes d'opération. P. ex. « 4+3 » de TA. 
signifie « 4 quintaux plus 3 livres ». 

Le signe d'addition, dans les A. du siècle XVII, a la forme -1- . 

L'opinion la plus difftise c'est que les signes + et — soient des défor- 
mations des signes jT et rrf. Voir : 

De Morgan, On the Early History of the signa + and —, a. 1864, 
Transactions of the Cambridge Philosophical Society, t. 11. p. 203. 

Cl if ton, idem, p. 213 

Enestrôm, Intenn. d. Math. a. 1894 p. 119. Idem p. 237. 

Les P012 expriment les propriétés fondamentales de l'addition. 
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012. a,byCel^^.Z)' 
•1. a+b = b+a . 
[ 6=0 . Pll-i -5 O- Ths (1) 

a+b=zb+ci . Pli -2 O- a+(6+) = (a+6)-h 
» = (6+o)+ 
Pll-2 O. » = 6+{a+) 
P11-7.D. » =(&+)+« (2) 

(l).(2).Induct.3P]. 

•2. a+c = b+c .-=. a = b 

[ c=0 O. Ths 

a=6 .=. a-|-c=6+c : P003-5.P011-2 Q: a=6 .=. a-Kc+) =:6-Kc+) (2) 
(l).(2).Induct .3 P] 

•3. a+b+c=i{a+b)+c 
•4. a+&+c = a+(&+c) 
[ c=O.D. Ths. (1) 

a'\-b+c = a+(6+c). Pll-20.a-h6-Kc+) = (a-f5+c)+ 

= (aH-(6+c))+ 



(1) 






= a+[(6-|-c)+] 
= a+[6+(c+)] 



(2) 






[=P-3] 



(1).(2). InductO. P] 
•5. a+ft+c = a+c+b [P-4 . PI .D.P] ' 

014. se Cls . ue sjs , aes . be'S^ .3 
•i. atrf)=a 
•2. au(6+) = (aw&)w 
•3. au6 es 
[ Hp . 6=0 . PI .3 Ths (1) 

Hp . «MO es . P-2 O. au (6+) e,'» (2) 

(l).(2).IndTict O.P] 
•i. {w&) fi SJS 

'5. u£ (sjs)Sim .3- (w&) £ (sjs)Sim 
[ Hp. 6=00. Ths 
Hp . wÔ£(»j5)Sim . £C,.ye^ . œ-rry .3. xiib-^i^yicb 

3, {xîib)u •'Z^ (yub)u .3 aîM(6-h) -= yw(&+) 
Hp . m6 « («j5)Sim . (2) O. u{b-{-) e («j«)Sim 
(1).(3). Induct 3. P ] 

015. se Cls . u,ve sjs : œes r^x. xuv = xvu: afieS^ . xes y^. 
M. {xua)v = {xv)ua 

[ Hp . a=0 . P0141 3. Ths 

Hp . {xua)v = {xv)ua . P014-2 3. [aM/(a+)]»' = [(xua)u']v = 

[(cci;)î^]m = (xv)w(a-f) 
(1) . (2) . Induct 3. P ] 



(1) 

(2) 
(3) 



(1) 
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•2. {xua)vb = {xvb)ua 

[ Hp . (ua , V , b)\{v , w , a)P-l O. Ths ] 

'3. a{(uv)a] = x(ua\va) 

[ Hp,a=0.3Th8 (1) 

Hp . x[(wt;)a] = x{iLa\x^a) O- 2rl(wvXa+)] = a![(ttî;)a]Mt; = 
x{uaXva)uv = x{ua)u{va)v = îr[M(a+)][t?(a+)] (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

6. seCïs . w€ 5JS . a,6£N^ . ayes .[3- 
M. x{ua){îib) = x{ub){ua) [P015-2 . t7=M o. PJ 

•2. (xua)ub = xu{a+b) P 

[ Hp . 6=0 . POll-1 . POU-1 .3 Ths (1) 

Hp . {dma)ub = XM(a+6) O. [{xua)ub]u = [a?t^(a+6)]M (2) 

» .3 (a[rî*a)M(6-f) = 3cw{a-f6-|-) (3) 

Hp . (1) . (3) . Induct 3- Ths ] y 
017. (N„ +)l(s, w)P014'l -2 '3 -4 -3 016-i -il .3 
POll-i -2 -3 -i -5 012-5 -4 

P014-017. Note. 

Ces propositions contiennent le signe de fonction j , qui a été défini par 
Fg§lP500. Les définitions 014'l-'2, et les théorèmes qui suivent ont une 
grande importance dans notre théorie, car on peut en déduire les défi- 
nitions et les principales propriétés de la somme , du produit et de la puis- 
sance» 

(P014'l) « Soit s une classe, u une transformation des 5 en «; soit a un 9, 
et h un nombre; alors par auO on indique a »; {P'2) » et par o«(6+) 
nous entendons ce qu'on obtient en opérant sur aub encore une fois par 
le signe u ». 

Si Ton fait, dans la P-2, ô=:0, on obtient atil=au; en faisant 6=1 on 
a au2 ^:z {ctuya^ auS =r ai^uu,... est ainsi de suite. En conséquence, par in- 
duction, on obtient la signification de aub, quel que soit le nombre b (P*3). 
Si p. ex. par classe s on prend la N^ , et par opération u l'opération + 
(successif), on aura (POU): 

a-|-0=a, aH-l=a+, a+2=a+ + , ... 

La formule aub doit être décomposée, lorsqu' il est nécessaire, en a(u5). 
Soit donc u une opération définie dans la classe 8 ; quel que soit le nombre 
b on obtient la nouvelle opération ub (P*4), qu'on appelle « l'opération u 
répétée (itérée) b fois ». 

On déduit: (P-5) « Toute fonction semblable répétée est aussi semblable ». 

(P015-1) • Si l'opération u est commutable avec l'opération v, l'opération 
ua sera aussi commutable avec v, et (P*2) l'opération ua est commutable 
avec vbj quels que soient les nombre a et 6 ». 

(P'3) « Si les opérations w et t; sont commutables entre elles dans la 
classe 5, alors l'opération tiv répétée a fois est, dans la classe s, identique 
à l'opération {ua){va) » . 
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Quelques Auteurs appellent < puissance » d'une opération Topération 
répétée. (P016'l) « Doux puissances d'une même opération sont commu- 
tables entre elles ». 

(P017). « Des propositions 014 et suivantes, par la substitution de Nq et -f 
& la place de « et u découlent les propositions 011 etc. sur l'addition ». 

019. Syt^u £ Cls'N^ . a e Np . ^ • 

*i. s+ =œ3[:i s^y3lx = y+)] Df 

•2. s+a = X3[3. s ^ y3{x = y+a)] Df 

•3. a+s = » » (07 = a+y)] Df 

•4. s+t = a?3[a(î/, z)3 (yes , zst . x = y+z)] Df 
•5. a+s = s+a = la+s 

•6. s+t=z t+s -7. s+{t+u) = is+f)+u = s+t+u 
•8. N,+N, = N, 

Ex.: No+ signifie « successif de quelque nombre »; cette classe est in- 
diquée par Nj P020. No+a P152-2; a+\ P046; s+t P084-l.Voir Fj§l P530 note. 

020. N, = No+ } == « nombre positif »} Df 

•1. N,3N, [=P002-2] 

•2. -e N, [= P002-4] 

•3. N, = 60 y Nj 

[0€K)uN, (1) 

œfiNoO.x+eN, (2) 

(1) . (2) . Induct .D. No D «Ou N, (3) 

P002-1 . PI .3 «OuNj D No (4) 

(3).(4).D.P] 
•i. N, = No-*0 [ P-3 . P-2. §1P362 O-P 1 



/brm. // 



{ 
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No + - 

021. ae No . he a+N^ Q. 

•i . h— a = 9[No ^ a?3(a?+a = &)] Df "^ 

•2. & — a € No *^ 

•3. (6— a)+a = 6 "^ 

Dem P-2-3 : 

l Hp O- a No r> x?(6 = ac+a) (1) 

Hp . X , y e No • ^ = «^-H» . 6 = y-K» . P012-2 O. x = y (2) 

(1),(2). §1P421 O. 6-a « No r> X3(x+a = h) O- Ths ] 

•4. c = 6 — a .=. c £ Nq. & = c+a [=Pi] "^ 

•5, a— == a [POiii D P] 

•6. a— azzzO ►«j [POU -5 DP] 

•7. —a £ (a+No);No [= p-2] 

•8. b—{b—a) =za »»3 

2. afie No Q: 

•1. ce (No+a)^No+&) . c— a = c—b r).a = b 
[ Hp O. c = a-Hc— a) =z 6+(c-6) . P012-2 O. Ths ] 

•2. ce No+a . c — a = c+b .3 a = . 6 = 
[ Hp O. c+l>-^ = c O. 6+0 = 0. P020'5 O. Ths ] 

•3. ce 6+No .3 {a+c)—{a+b) = c—b 

•4. a+b—b =1^ a ^ 

3. a,b,ce No Q: 

•1. a+6 e c+No .3 a+&— c = (a+b)—c Df 

a £ &+No .3 a—b+c = {a—b)+c Df 

a e ft+c+No 3- ^ — ^ — ^ = (^ — ^) — ^ Df 

^2. tec+No 3- ^ + (^ — ^) = ^ + &-T^ "^ 

t Hp O. «+(6-c)+c = a-f [(6-c)+c] (1) 

Hp. P021-3 .D. {b—c)+c = 6 (2) 

Hp. (1).(2) .D. û+(6-c)+c = a+ô (3) 
Hp. (3) . P021-4 .3. Ths ] 

•3. a e C+No 3- ^+^ — ^ = ^ — ^+^ 

[ Hp .3. a+6~c = b+a—c = b-\~{a—c) = a— c+6 ] 

•4. a,6£ c+No 3 «+(&— ^) = a— c+b [P1.P-3.D.P] 

•5. be c+Nq . a e &+No 3 ^ — ^+<^ = ^ — (^ — ^) 
•6. &£ <?+No . a e b — c+No 3 ^+^ — ^ = ^ — (^^ — ^) 
•7. ae 6+c+No 3 ^t— (6+c) = a—b — c 

•'8. » 3- ^ — ^ — ^ = ^ — <^ — & 
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024, +N, = a?3[a N, ^ «3(0? =+a)] Df 

—No = a?3[a N^ ^ a3{œ = —a)] Df 

5. afis No .3 a+(+6) = a+& Df 

a+(— 6) = a— 6 . Df 

N, + - n 

030. n = +No y —No . Df 

{ » = « nombre entier » j 

Note sur les nombres positifs et négatifs, 

P021'l « Soit a un nombre, et h un nombre supérieur ou égal à a. On 
indique par 6— a le nombre x qui satisfait à l'équation x-\-a = & ». 

P*2. « En conséquence, dans les Hyp. énoncées, h— a est un nombre dé- 
terminé ». 

P-7. « Soit a un nombre ; alors —a est une opération qui, appliquée à 
un nombre non inférieur à a produit un nombre ». 

Elle n'est qu'une forme différente de la P'2. On peut la comparer à la 
P015'4, laquelle dit que +«, c'est à dire 1' opération + répétée a fois, est 
un NojNo- 

Les signes 4-No et —No (P024) correspondent, à peu près, aux mots 
« nombre positif » et « nombre négatif » ; ils se présentent comme des 
opérations j . Le signe -i-a est équivalent à l'expression « ajouter a > et 
— a signifie « retrancher a ». 

Mais, selon l'usage répandu, nous appelions « nombres entiers » (P030) 
CCS opérations, et par les déf. P025, 037 et 039*1 on produit la coïncidence 
formelle des nombres Nq , et des nombres positifs 4-No . 

La P039-1 dit que nous convenons, selon l'usage commun, de représenter 
par le même signe les deux objets différents a et -\-a. On pourrait évidem- 
ment supprimer ces définitions, et cette coïncidence; notamment on suppri- 
merait la def. P039*l, qui ne satisfait pas aux lois sur les définitions (F,§1P7). 

P031. « Deux nombres entiers se et y sont égaux, par définition, lorsque 
pour tout nombre positif t^, on a iir{<c = i^-hy, pourvu que ces opérations 
soient possibles en nombres positifs ». 

1. X,y£TLr^,\ 

X = 1/. = : u sliff^ . u+œ^u+y elUj^ ."^u . u+x = u+y Df 

2. 4- 0=— . [î* fi No . POll-l . P021-5 .3 w+o = tt— = u .D. P, 

3. a , & £ No .3 +a = +b .=z .a = b 

— a = — b .z=z . a = b 
+a = —b. = .a = 0.b — 
[P0121--2 . P0221--2 .3 P) 
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034. œ ,y£n .3-. ^+y = 

1 n^ z^ueS^. u+œ , u+œ+y e N^^ r^u. u+œ+y = u+z] Df 

5. a,b€ No .^j. +a+b = +{a+b) [P0i2-4 d P] 

» —a— 6 = —{a+b) [pa23-7 d pi 

» . ae 6+N,.3 +a— 6 = +{a—b) [p » -23 P] 

» » .3 — a+& = — (a— &) [P » -5 PJ 

» . & e ti+N^Q. +a— 6 = —(&—«) [P » -63 PJ 

» » O- — «+& = +(6— a) [P » -4 3 P} 

jBrahmagoupta, Cfr. Rodet, Journal Asiatique, a. 1878 p. 24: 

€ § 19. La somme de deux biens est un bien; celle de deux dettes une 
dette; d'un bien et d'une dette, leur différence, ou, si elles sont égales, 
zéro. La somme de zéro et d'une dette est une dette; d'un bien et d& 
Eéro est un bien; de deux zéros est zéro. 

§ 20-21. Règle pour la soustraction.... 
Dette retranchée de zéro devient un bien, et bien devient une dette. ... 

Si l'on doit retrancher un bien d'une dette ou une dette d'un bien, on» 
en fSait la somme. »| 

jLucA Paciuolo, a. 1494, p. 114: 
tpiù con più gionto fa sempre più 
men con meno gionto fa ancor men 
più con meno gionto sempre se abatte 

e farà la magiore denominatione 
meno con più quello medesimo che più con meno. » | < 

6. afiyce n .3. -0 a+& e n . -i-'S = P012-i--5 

6' —a = ? n^x3{a+œ=0) Dt 

7. a s No .3 — (+û^) = — ^ 

» — ( — a) = +a 

8. a jb en .3 '^. — « fi n '2. — ( — a) = a >^ 
•3, a-A) = a+{—b) Df ^ 
'i. a — a = +0 '5. — (a+b) = — a — 6 »«i 
•6. — (a — 6) = 6 — a 'T. a=b .=. — a= — 6 »«t 
•8. a=6 .=. a — 6 =r *«i 
•9. a=— 6 .=. a+b=0 2^ 
M 0. œen . a+œ = 6 .=. œ = b — a *^ 
•il. a+b = . a-^b = p .=. a=0 . 6=0 "^ 
•i2. a+n = n 

9m. a£^^r).a= +a t)t 

•2. N„ 3 n 
•3. s £ Cla . £ s . s+ = s .3 n 3 s 
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N, + X 
041. afiéHf^ r). 

•0. axb =: 0[{+a)b] Df y 

•0'. (ib=:axb Df " 

I Note, € Soient a et 6 des nombres ; par ax&, ou ab, on désigne ce qu'on 
obtient en faisant sur l'opération +a, b fois ». 

Leibniz (a. 1666, Opéra , II, p. 347) indique la multiplication par le 
«igné fSj et la division par w, en suivant Barrow, Eudides, a. 1655. 
On rencontre le signe X dans Oughtred, Clavis matTiematica, a. 1631. | 

•Oi. a,&,c£N, .3 axb+c — {axb)+c . a+bxc=a+{bxc) Df 

•1. axO=zO Df? j=PO 

'1. ax{b+l) = axb+a Df? J •r^ 
•2i.0xa = 

•22. aXl=a [aXl = 0[(+«)l] = 0+a = a]a 

•23. 1 Xa = a [lXa=0[(+l)a] c=: 0(+a) == 0+a=a] 

•3. ax6 £ No [(No,-fa,0)|(5,M,a)P014-3 .3. P] 

2, se Cls . u£ s}s . aes . b,céN^ .3 a[(w6)c] = a[u{bxc)] >^ 

[ Hp . c = .3. Ths 7ix 

Hp .3 a[{ubXc+l)] = a[(w6)c](w6) 
Hp . al{ub)c] = aKôXc)] O- a[(wi>)c]w& = a[w(6Xc)]wô 
O. a[u(bXc)]ub==:atù(bXc-\b) = 
aw[&X(c+l)] 
Hp . a[{ub)c] =z aKôxc)] O- «[(w&)(c+l)]=:at/[6x(c+l)] (2) 

(1) . (2) . Induct .D. P ] 
S. a,b,c,d8N^ .3 

•i. a6+ac = a(6+e) ►cJ [(No,+a,6,c,0)|(s,w,a,6,a:)P016-2 .3. P 

lEucLiDES, a. —315 ^—255. Elementa, lib. VII, P5j . 
•2. (6+c)a = 6a+ca [(No, +6, +c, 0)|(5, i*, r, x) P015-3 .3 P] 

•3. (a+bXc+d) = a6+ad+6t7+6(i >tî p-i . p.2 3. pj 

•4. ab :=:ba ^ 

j EucLiDES, Vn, P16 : 
"EoTooav ôvo àQv&fiol ol A, B, 
:xal ô fâkv A %6v B noXXanXaoïdoaç ràv F Ttoiehœ, 
ô ôè Btôv A » J » • 

Jéyœ, 8ti ïooç èarlv ô Frip A, \ 

[ Hp . 6=0 . Pl-1-21 3. Ths (1) 

Hp . Pl-2 3. a{b+l) = ab+a (2) 

Hp . a5 = 6a .3. ab+a = ba+a (3) 

Hp . P-2.P1-23 .3. ba+a = (6+l)a (4) 

Hp . a6 = 6a . (2).(3).(4) .3. a(6+l) = (6+l)a (5) 

(1) . (5) . Induct .3. P ] 
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•5. {axb)xc = axibxc) ^ [(No,-f«,0)|(«,w,a)P2 o- P] P 

•6. axbxc = (axb)xc Df 

'7. a6=0 .=. a=:0 .y. &==0 ^ 
044i-4 = (X|+)P019l-i 

+ N, X 

045. a,6,C£ N, 3- 

•1. axftfiN^ ^ 

•2. ac = bc .3 ^^^=& "^ 

•3. 6a NjXa . ce N,x6 O- ^^ N,X^ "^ 
•31. N,xN,Xa ;;3 N,xa 

•4. 6,c£ NjXa .3 b+c e N^xa ►d 
•il. N^xa+N,xa 3 N,xa 

•5. &, &+C? € NjXa .3 ^« N,xa ^ 

•6. &s N^xa .3 bc £ NjXac ^ 

'8. a+& £ 2N, .=. a,6£ 2Nj .w. a,&e 2N^+1 ^ 

'9. a(a+l) £ 2N, a(a+l)(a+2) £ 6N, ►^ 

'91. a(a+l)(2a+l) « BN^ a(2a+lX7a+l) « 6N, ^ 
•92. a(a+lXa+2)(a+3) £ 24N4 o Cont P240-3 

N, + - X 

046. b,C£ Njj . a£ 6+No .3 (^ — b)c = oc — bc 

jEUCLIDES, VII, P7} ^ 

[ Hp . P043'2 O. [(a— 6)+6]c = (a— ô)c+&c (1) 

P021-3 .3 a— &-H> = o (2) 

Hp . (1) . (2) O. ac = (a— ô)c+&c (3) 

Hp . (3) . P021-4 O- Ths ] 

T.6,d£N^.a£6+Nç.C£d+Ng 3- (a— &)(<?— rf)=<w?+&d— &c— ad '«j 



i 
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N, + — n X 

048-1. asn . béN^ Q. axb = 0[(+a)b] Df 

•i'. . . .3 ax{—b) = 0[{—a)b] Df 

•2. asn .3- ^XO =0 . axl =à . ax( — 1) = — a ^ 

•3. a,& ^ No O. (+a)x(+&) = +(û^X6) 
(-a)x(+&) = -(ax&) 
(+^)X(-6) = -(ax6) 
(-a)x(-6) = +(ax&) 
jDioPHANTUS, ^rî^A. I, 9: 

« Aeïrpiç ênl leïxpiv TtoXXanlaaiaa&eïaa noiéi VTzagiiv, Aehpiç dk ènl 
vjiaq^iVf noiet Xuxpiv. » | 
[LuCA Paciuolo, a. 1494 p. 112: 

pîù via più sempre fa più 

meno via meno sempre fa più 

più via meno sempre fa meno 

meno via più similiter anche fa meno. | '^ 

049. afiyCyden .3 
•0. axb s n 
•1--7 = P043-l--7 

•8. a{b—c)+b(c — a)^c{a — &) = ^n • 

•9. (a— 6)(c— d)+(6— c)(a— d)+(c— a)(&— d)=0 »^ 

•93--992. (n |N,) P045-3--92 
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+ N, X / R 

050. a a Nj . 6 a N,xa O- 

•i. b/a = iN^^œ3{a^a=b) Df 

j » = « 6 divisé par a » j 
•2. b/a e N, -3. {b/a))^a = b 

•4. c = 6/^ .=. c fi N, . 6 = o<a [=P-l] 

•5. a/a = 1. -e. a/1 «= a. 

•7. /a£(axN^)jN, 
!• 2. 3. (N, , X , / ; l)l(Na , -h , — , 0) P021, 022. 023. 
4. afisN, .3 &/« = (X&X/o) Df 

060. B. — x3^ (a;&)3[a,6eNj . x == (x6)(/^)] Df 

0'.R = N/N, Df? [=poi 

) » = c Raison » = « nombre rationnel positif » j 

P060. Note sur les R. 

P050*l. « Soit a un nombre (non nul)^ et & un multiple de a. « & divisé 
par a » désigne le nombre x qui satisfait à la condition xX^ = &»* 

P-7. € Donc /a, qu* on lit « diviser par .a » , indique une opération dé- 
finie sur les multiples de a; le résultat est un Nj ». 

P051-3. « Subsistent toutes les propositions qu* on obtient des P021-3, si 
Ton remplace les signes No,+,— ,0 par Ni,X,/,l ». 

P054. « On écrit a/6 au lieu de (X«)(/6), c' est à dire multiplier par a 
et ensuite diviser par 6; a et & sont des nombres donnés ». 

P060. c On appelle « raison » toute expression de la forme (X&)(/a), où a 
et b sont des nombres entiers positifs ». 

Le nombre rationnel, ou raison, Idyoç 8v àQiâfihç Tiçhç àQiûf*&v Szei d'Eu- 
clide, se présente ici comme une opération, possible dans quelques cas, 
précisément comme nous avons rencontré les nombres positifs et négatiâ. 

P061-1. « Deux nombres rationnels x et y s'appellent égaux, lorsque, 
quel que soit le nombre u, mais tel que les opérations ux et uy soient 
possibles, les résultats sont égaux ». Cfr. P031. 

P'd. c Le produit xy de deux nombres rationnels est le nombre rationnel e 
qui satisfait à la condition uxy = uz, quel que soit le nombre entier u, pourvu 
que les opérations tiœ et uxy soient possibles ». 

La notation a/&, répandue notamment chez les auteurs anglais, est une 

a 
transformation très commode de la notation commune —, due aux hindous. 



ja signifie « diviser par a », ou « multiplier par le réciproque de a », 
ou , en supprimant le signe de multiplication par la P064 , « le réci- 
proque de a » {P061-4), Ce symbole est le correspondant de — ^, qui signifie 
« retrancher a » « ajouter l'opposé de a » « le nombre négatif —a ». 

M. Macfarlane (Ëducat. Times, a. 1887) a considéré la fonction /a. 
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061. a?,y^R Q/. 

•i. a^=y .=: ueS^ . ux,iiy eN, r^i. tca)= uy Df ►^ 

•2. a?+y = 7 R ^ ^3(weNj . uXyUy eN^ .]3^ • w^+^2/=^^) Df ►r^ 

•3. o^ = î R ^ ^3(MeN^ . uXyUxy eN, .^^ • uxy=.uz) Df ^^^ 

•3'. axy z=zxy Df 

•4. /^ = ' R ^ 2/5(^2:^ =1) Df 
2. afi,c,d,eyf£S^ .3'- 
•1. a/6 = c?/rf .zii: weN, . uae^fi . r^sN^cî .3« • ua/b^=:uc/d 

[= P061-1] 

•2. a/h = <?/d .=. ad = hc \ Euclides, VII, P19 { 

[ Hp . cf/ô = cjd O. hd , (M)(a/6) , {M)(c/fO e Nj . P-1 O. 

(6cO(a/6) = (M)(c/d) O. ad=:bc (1) 
Hp . ad = 6c . as fi N, . a;(a/6) , x(c/c?) e N, O- ^coci = ac&c O- 

{xalb)bd = {xcjd)bd^ . P045-2 O- sca/& = îcc/rf (2) 

Hp . ad = 6c . (2) . Export O. a/6 = c/d (3) 

.(1).(3) O. P ] ^ 

-3. a/b = {ac)/Çbc) {Euclides, VII, PI 7} "^ 

•4. a/& = c/6 .=. a = c *^ 
•s, a/& = a/d ,=.b = d 

•6. a/6 = c/rf .=. a/c = b/d } Euclides, Vn, P13 j "^ 

'7. » ~.b/a — d/c { » » } "^ 
•8. a/6 = d/^ . b/c = ^//"O a/o = d/f. 

\ Euclides, V, P22; VU, P14 } »«j 
•9. a/6 = e/f. b/c = d/e .3 a/c = d/f {Euclides, V, P23} ^ 

-10. a/c+b/c=z{a+b)/c' " >^ 
•li. a/b+c/d = {(id+bc)/{bd) 

-12. a/6 = (?/d .=. {a+b)/b = {c+d)/d {Euclides, V, P18} ^ 
•13. a/b = c/d = e/fr).a/b = {a+c+e)/{b+d+f) 

\ Euclides, V, P12 j *^ 
1 4. a/6 = c/d . e/b — f/d .3 (a4-e)/6 = {c^f)/d 

{ Euclides, V, P24 { ^ 
•21. {fl/b){b/c) = a/G 

•22. (a/6) X (c/d) = iac)/{bd) { EucLmES, Vm, P5 j ^ 

'^3. /{a/b) = b/a 2- 

•24. (a/6)/((?/d)=(ad)/(6c) ' ■ ►^ 

.U a, 6, ceB. .3 -0 a+6£R 
•1--5 = P0121--5 
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064 afiyCydeR .3 -0 axb cR 
•1--6 = P034i--6 

5. a,b,Cyd,e/éR .3 -l-'as = P062i--25 

•3i. /aéR ^ 

•32. /{/a)=a ^ 

•33. a/a—\ "^ 

•34. /(a&) = (/a)(/&) ^ 

•35. a=b.=./a=z/h 2- 

+ N, - / R 

6. a,&£N| . es a+Nj . rfe ft-f-Nj .3- 

•1. c/a = d/6 .=. {c—a)/a = {d—b)/h [Euclides, VII, Pli} 
•2. c/a = d/b .—. (c+a)/{c—a) = (d-\-b)/{d—b) 
7m . aë& • 68 a+R .3' ^ — ^ = ? R ^ X3{x-^a =:b) Df 

•2. (R I NJ P021-5 
'3. &,c£N, . as &-I-N, .3 a/c—b/c = {a—b)/c 

-f-N, — nx/R r 

070. aeN, . 6e nxa 3- ** V^ = ^ ^'^ x3{xa=b) Df 

•2--7 = (nlN,)P050-2-^7 •S 0/a = 

1. r = n/N, |=" nombre rationnel '' j Df 

•l-'3 = (n,r)l(N„R)P06M--3 

•4 as r-*0 .3 /ût = ^ r^ oc3{xyia = 1) Df 

•5 aer 3- ~^ = ^ ^ a?3(a7+a=0) 

2-1. r = -f-Ry— Rw^O Df? 

•2. R, = Rw^O Df 

3-0--5 = (r|R)P063-0--5 

4. afi,c,derr^: 

•1. a-=0 3- oo£T,ax=b .=. x=b/a ^ 

•2. a=0 . 6 -c=0 . a?£r .3- ûw? -=6 *n 

•3. 0=0 . 6=0 .3 ^^r .3c • ax=b ^ 

•4. a — c -=0 .3 ^^r • ÛW74-6 =: ca?-Hi .=. -3^=: {d — 6)/(a — c) 
I Aryabhata P31 : 

« Par la différence entre des objets [a—c] divisez la différence des roupies 
[d — b] , que possèdent deux personnes : le quotient [(a— c)/(cf — b)] est. la 
valeur d'un objet [=«], si les fortunes sont égales [aacH-6=cac+d] ».| 
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5. ayhyCjdy(JLfi\deT . PjqéR ry. 
•i. œ,yer , œ+y=ia , X — y=6 .•=. 

a?=(a-l-6)/2 . y={a—b)/2 \ Diophantus, I, 1 } '^ 

•2. œ,yex . œ'\-y=a . a)/p=y/q .=. 

x=pa/{p-hq). y=q(i/{p+q) \ Diophantus, I, 2, 4 } ^ 
•3. àb' — a'ft -=0 r^: œ,ysT . ax+by=c . a'x+b'y=c .=. 

x=(cb'-'(/b)/{ab'-a'b) . y={ac'-ac)/{ab'-ab) ^ 

•4. a (^,y)3[ a?,i/^ . -(^=0 . y=0) . aa?-h&y^O . a'a?+&'y=0] 

.=. a6' — a'6 = ^ 

•5. Xyy,zer . y+^=a . ^-f-û:;=:6 . œ+y=:c .=. a?=(64-c — a)/2 . 

y=(a-\-€—b)/2 . -3'=(a-f-&— c)/2 JDiophantus, 1, 16 } »^ 
•6. œ^y^zer . y-^z — œ=:a . z-^x — y=b , x-^-y — z:=c .=. 

a?i=:(6-K)/2.î/=.... { IDiOPHANTUS, I, 18 } ^ 

•7. x^y^z^tsT. y+zA-t=a. x-+-z-{-t=b. x^y^t=zc. x-+-y-i-z=d 

.=. a?=zz(&-4-c-f-d— 2a)/3 . y=i ... } Diophantus, 1, 17 {:- 
•8. a?,y,3',ter. y+^'+f — x=za. x+z-\-t — y=b,x-^y-^t — z=zc. 
x-hy-hz—t^id .= .a)={a+b+c-h-d)/4 — a/2. y= . . . 
{ Diophantus, i, 19 j 



20 §2_|^ 

N. + X r 

<080. a^méN^ r). 

•0. c^m = a*** = l[{xa)m] { = " a élevé m ''j Df ^ 

Note. < a élevé m, signifie Tunité multipliée par a, m fois ». 

La puissance d(^m est considérée par Euclide. Cfr. P113. 

La notation commune o^ se rencontre dans 
•Chuquet, Triparty en la science des nombres , a. 1484. 

La nouvelle notation cf^m nous est nécessaire dans les titres des ensembles 
•de P. Elle permet d'écrire tous les signes dans la même ligne, ce qui présente 
vun grand avantage typographique dans les formules compliquées. 

Le signe de la puissance c'est le signe commun de la racine, renversé. 
Les P'i et -2 expriment la même définition de la puissance, sans ûdre 
oisage des conventions sur les fonctions j. 

i. a(y)=l -2. d^m+l) = {a\^i)xa Df? ►o 

[ (No,X«,l)|(5,t^,a)P014-l-2 .3 P-1-2 ] 

'2i a|^l =z a* = a . a[^2 = a" =axa 
•22 l|Vi = !•* = 1 -23 OfXm+1) = 

•3. O^m £ N, [(No,Xa,l)l(«,M,a)P014-3 .3 P] 
1. a,&,m,n£No .3 

'i. {à^m)x{ci('n) = a!('{m+n) "^ [ P016-2 ] 

[DioPHANTUS, Arith., Ij 

•2. (ax6)^m=(ûfm)x(6^m) "^ [ P015'3 ] 

•3. {c^m)^n=zc^(mxn) "^ [ P034 ] 

JEUCLIDES, IX, 3-4, 8, 9, 11} 



'4. = (a|^n)f^/?i 






2. a,&£N^ r): 

M. {a+by = a"+2a6+&* j Euclides, H, P4 j »«j 

•2. {a+bf = a»+3a*6+3a6"+6* {Diophantus, IV, P9} >^ 

•3. {a+by = a*+4a'6+6aV+4a6'+6* »«, 

•4. {a+by = a'+ba'b+lOa'b^+lOaV+bab'+b' 
•S. (a+6)* = a*+6a*&+15a*&«+20aW+15aV+6a6»+&^ 
•6. (a+6y = a'+7a*6+21aW+35a*6'+35a'&*+21aV+7a&*+&' 
•7. {a+by = a*+8à'b+2SaV+b6aV+10a'b'+56aV+2SaV 

+8aV+b' 
\ TscHU ScHi KiH, a. 1303. | 
j Tartaglia, a. 1556, p. 73: 

« Se una quanti ta sarà divisa in due parti, come si voglia, il cubo censo 
'Censo di tutta la quanti ta [(a +&)*•] sempre sarà eguale a questi 13 prînci- 
j)ali producti, cioè al produtto del cubo censo censo délia prima parte [a**]. 
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Et al produtto 12uplo del terzo relato délia detta prima parte via la se- 
conda parte [12a"2»]. Et al produtto del 66uplo del censo relato délia detta 
prima parte via il censo délia seconda [66a>^6'] y et finalmente al pro- 
dutto del cen. cen. cen. délia seconda parte [&"]..., et con tal modo potrai 
procedere in iufinito. » | < 

083. a,b,c£N^ .3 

•1. {a+bf = a^+b^+3àb{a+b) 

•2. (a+6)*+a*+6* = 2(a"+a&+&")* ^ 

•3. a\a+by+aV+{a+b)V = {a*+ab+by ^ 

•4. (a+6)' = a'+6"+5a6(a+6)(a"+a6+&") ^ 

•5. {a+by = a'+b'+labia+b^ay+ab+by ^ 

•6. {a+by+a'+b'=2(a^+ab+V)[{a^+ab+by+4a%\a+b)'^ ^ 

•7. (a+6)*'+a"+&"=(a»+«6+&7L2(a*+a&+&')'+15a'6V+&)T ^ 
•H. {a+b+cy= a*+V+<f+2ab+2ac+2bc ^. 

•i2. {a+b+cy = a'+6'+c"+3(a"&+a&"+a"c+ac"+6'c+&c^ + 
6abc >n 

•i3. » =a«+&'+c^+3(a+6)(a+^)(6+c) ^ 

'i4. » +3a&c=a'+6»+^+3(a+6+c)(a6+ac+&c) ^ 

•15. » +a»+&'+c'=i:(&+c)'+(c+a)'+(a+6)'+6a6(? o^ 

'16. (a+6+c)* = a*+6*+c*+4(a'6+a'c?+6'a+&V+c'a+c'&)+ 

6(a*&»+aV+&'c*)+ 12(a'6c+&»ac+c'a6) ►^ 

'17. » +(a*+6*+c*) = 2(a'+6*+c')(a + 6 + c)' + 

8a&c(a+6+c)+2(aW+aV+&"c^ »«i 

'iS.(a+by+{a+cyMb+cy=ia+b+cy+a'W+c'+12ab(^a+^ 
•19. (a+&+c)' = a'+&'+c»+5(a+&Xa+(?X&+cX^"+&'+c?'+a&+ 
ac+bc) 2., 

N, + N. X r 

084-i. NON,'+N,«+No*+N,' 

|Bachet, Comment, in Dioph. a. 1621, p. 241: 
< Omnem autem numenim vel quadratum esse vel ex duobus aut tribus 
aut etiam quatjior quadratis componi, satis experiendo deprehendis. » | ^ 

jDem. Cfr. Fermât, Œuvres, t. 1 p. 305; 

Lagrange, a. 1770, t. 3, p. 189. j < 

•2. -a NX4N,+3) ^ (N,»+N,«) ; 

} Fermât à Roberval a. 1640, t. 2, p. 203 ; 
« Un nombre moindre de Tunité qu'un multiple du quaternaire n'est ni 
quarré, ni composé de deux quarrés, ni en entiers, ni en fractions». | < 
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•3. ^ NX8N,+7)^(N,«+N,«+N,*) ^ 

•4. (8N„+7) N/ 3 N,«+ N/+ N.'+N/ . ^ 

I -S-'é. Fermât à Mersenne, a. 1636, Œuvres, t. 2, p. 66 : 

« Octuplnm cuiuslibet ntuneri unitatô deminutum componitur ex quatuor 

quadratis tantuni, non solum in integris sed etiam in fractis ». | < 

•5. -a (NZ+Nj'y^N,' j Alchodschandî, a. 992 } 

•6. -a (N,*+N>N," {FERMAT, t. 1, p. 327|< 

•7. -a (N/+N,"rN.* j * t 1. p. 340 } <J 

•8. UE N,+3 . j). -a (N,'*+N,")^N,'» 
JFermat, t. 1, p. 291 : 

« Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duofl quadrato- 
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem 
in duas eiusdem nominis fas est dividere: cuius rei demonstrationem mi- 
rabilem sane detexi ». | < 

•085. a,b,m s N, .3 

•01 a» fi N,b« .=. as N,6 
•02 a'eN.ft' .=. ae^fi 

I Euclides, VIII, P 14rl7: 
^Eàv rergàycovoç Tergâycovov fJf^Qfj, xal ^ jtXevgà rijv TzXevgàv fjLsrgtjoei' 
xal èàv ^ nXevgà rijv nlevgàv jUieTgfj, xal 6 rergâyœvoç rbv rergdyœvov 
/Aergrjaei, 

*Eàv xvfioç àgi&fibç xvfiov àgiâ/Àbv jnergfj, — 



-, xal ô xvpoç rbv xv^ov 



i. ae N,x& .=. a** s NjXft'* *^ 

•2. a* 8 N/.3a£ N,« 
I Euclides, IX, P6 : 
^Eàv àgid'fjJbç éavrbv noXkanlaaiàoaç xv^ov noifj, xal aircbç xvpoç ëcT(u.\ 
•3. a«+2fiN,'.=. a= 5 < 

•4. a«+4 £ N,' . = . a=2 .w. a=ll ^ 

t •3--4. Ferma*, à Digby, a, 1657, Œuvres, t, 2, p. 345 : 
... il n'y a qu'un seul nombre quarré en entiers qui, joint au binaire, 
fiasse un cube, et le dit carré est 25... 

... si on cherche un quarré qui, ajouté à 4 fasse un cube, on n'en 
trouvera jamais que deux en nombres entiers, savoir 4 et 121. j "< 

•5. a+l,a«+lfi 2N,« .=. a=l .w. a=7j Fermât t. 2, p. 434} < 
•6. a«+a £ 2N,* .=. a = 1 j » t. 1, p. 341} < 

•7. a"+&« £ 3Nj . 3. a fi £ 3N, U 
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•8. a»+6* e 7XN, .3 a,b e 7xN, 
•9. 2X(N.'+N.') 3 N.»+N.' 
•10 a' e 5N,w(5N.+l) 





2. 
1 Cfr. P337-3 } 


N, + - 


n X h 




090. asn . méN^ .3 'o a|^î = (DfP080-0) . •: 
•3. a"* en -4, (—a)* = a* 


I--2 = P080M--4 



•S. {-af{2m) = a[i2m) -6. (-a)|X2m+l) = - ajX2m+l') "g, 

1. a,b,cen . w,neN, 3 P081-1--* . P082 . 083 

2. n 3 n'-|-n*+n'4-n'+n' 

} Oltramare, a. 1895. Tnt, des math. p. 25, 166 j < 

3. a e n .3 -1. (2a— 1)'— 1 e 8n ^ 
•2. a\a*—l) s 12n j Leibniz, Math. Schrift. t. VII p. 101 j < 
•3. a*(a*— 1) e 60n 

•4. a«(a»— IX»*— 16) e 3600n 

•5. a'(a'— 2)(a'— l)(a*— 16) e 25200n. < 

•6. a»(a*— l)(<i*— 9)(a*— 16) e 46800n < 

4. afien .3 a6(a'+&*Xa*— &*) e 30n «^ 

5. a,h/:,d,e,f,g,h,d,h',c,d,e',f,g',}i!,p,q£Xi. .3 

•1. (a+&)(a— 6) = a»— 5* •«> 

•2. (a+6)»+(a— &)» = 2(a'+&*) •*! {Edclides, H, P9j 

•3. (a+&)'— (a— &)• = 4a& •>) j > • » P5| 

•4. (a— &)'+(6— c)»+(c— a)« = 

2[(a— &)(«— c)+(&— a)(&— o)+(c— a)(c— 6)] -«j 
•5. » » =2(a'+&*+c*— (?&— oc— &c) "n 

•6. (a+6+c)'+(a+&—c)»+(a— &+(?)'+(— a+&+c)^ 

4{a»+6'+0 
•7. (a+6+c+d)'+(a+6— c-d)»+{a+c-&-<i)'+(a+d-6-c)*= 
(— a+6+c+rf)'+(a— 6+c+d)*+ (a+&— c-f rf)*-Ka+&+c— if)* 
= 4(a»+&'+c*+d*) •« 

|Legendre, a. 1816, p. 8j < 

■id. {a*+àb+b*)(a—b) = a*—b* <tj 

■ U. a\b—c)+b\c—a)+c\a^b) = {a—bXa—cXb—c) >^ 

•12. a{b*—é)+b{<*—a*)+c{a*—b*) = {b—aic—aXc—b) ^ 

•13. (a+&+c)'—(&+<7— a)'— (c+a—&)'— <«+&—<?)' = 24a6c «^ 
•14. a'+t'+c*— 3a6c=(a+6+cXa''+&*+c*— a&— oc— 6c) •*] 
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09b-i5. a'+li^+(f+(P—S{abc+abd+CKd+bcd)=ia+b+c+d){a*+ 
6'+c*+d* — ab — bc — ca — ad—bd — cd) < 

•16. (a+&— cXa— 6+cX— a+6+c)= a'(&+c— a)+6»(a+c— 6)+ 
(^a + b — c) — 2abc 

•17. (a— &)'+(&_c)'+(c— a)* = 3(a— 6X6— cXc— a) t 

•20. (a'+a'6+a6'+6'Xa— 6) = a'— 6* >^ 

•21 . (a'+ô*)* = (a»— 6V+(2a6)' j Platon? } 

} EucLiDES, X, lemma P29 } 

•22. a'+46* = (a»+2a6+26*Xa*— 2a6+26') •« 

•23, a*+a*6*+6* = (a*+a6+6'Xa»— «6+6*) •« 

•24. a*+6'— a6(a'+6*) = (a— 6)*(a'+a&+&*) 2, 

•2S. 0(6— c)*+6{c— a)'+c(a— 6)'=(a— 6X6— cXc— aXa+&+c) -^ 
•26. a*(6— c)+6'(c— a)+c'(a— 6)=(a— 6Xa— cX6— cXa+6+c) -«i 
•27. (a+6+cXa+6— ^X«— &+cX— o+&+c) = 2(a*6*+aV+6»c») 
— <a*+6'+c') = (a«+6'+c*)'— 2(a*+6*+c*) -« 

•28. [(a_6)»+(6— <?)*+(<;- a)f = 2[(a-6)*+(6— <?)'+(c— «)♦]. ^ 
•30. (a'+6'Xc»+rf»)=(ac+6(Z)'+(ad— 6c)*=(ac— 6d)*+(ad+6c)' 

JDiOPHANTUS, m, P22.J -T) 

•31. {a*—b^d'—d^ = {ac—bdj'—iad—bcf 

•32. {a*+cb*)(,a'*+cb'*) = ia(^+cbU)*+c{ab'—a'b)* -rj 

•33. » » ={aa'—cbl/f+c(ab'+a'b)* Ti 

•34. (o»+6«+c^a'*+6'*+c")— (aa'+&6'+<^C)' = 
{ab'—a'b)*+{ac'—a'c^+{b(f—b'cf 

'3}i.{a*+b*+c'+d^a'*+b'*+c'*+(P)={aa'+bb'+cc'+ddy+{àb' 
• -a'b+cct—c'df+iac'—a'c—bce+b'df+ 
{ad—a'd+bd—b'c)* -^ 

JEULER, Demonsiratio iheorematis Fermatiani (Novi Comm. 
Petrop., t. V, a. 1760, p. 54).} 

•36. (a*-^lj'—q(f+pqd^a'*—pb'*—qc'*+pqd!*) = 

{aa'+pbb'±q{cc'+pd(^)y—p{ab'+a'b±qic<ï+(/d)f 
—q{ac'—i)bd'±{a'c—pb'd)f+pq{b<f—ad'±{a'&—b'c)f •« 

JLageanqe, Nouv. Mèm. de Berlin, a. 1770, p. 133; Œuvres, 
t 3, p. 201.J 
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= ((ia'+b}/+c</+dce+e^+ff'+gg'+hh'f 
+ {ab'—ba'+câ—d(f+er—fe'+gh'—hgy 
+ (oc' + bâ—ca'—db + eg'—fh'—gé + hf)* 
+ {ad'+bc'—cb'—da'+eh!+fçf—gf'—hé'^ 
+ {aé^bf+cg'—dh'- -ea'-^fb'—gc'+hd!)* 
+ iaf+b^-^ch'—dg'—eb'—fa'+gd!+h</)* 
+ {ag'—bh'—c^+df +ec'—fd'—ga'-^hby 
+ {ah'-\-bg'-ircf+dé—eéC—fc'—gb'—ha')* 
JYOUNO, Proc. Irish Academy, t. 3. a. 1847, p. 527. 
Graves, id. id. 

YouNG, On an Extension of a Theorem of Euler, with a 
Détermination of the Limit beyond vohith it fails. Trana. Irish 
Academy, t. 21, a. 1847, p. 311.{ 
•40. a*(]b^—(*)+b\c*—a*)+c'{a*—b^ = 

(a—bXa — cXb — cXab+ac+bc) *« 

•41. a*+b*—ab{a*+b^ = {a+bXa—byia*+b*) a 

•Ai. à'+b''—ab{a*-^b*) = {a+b)(a—b)Xa*+ab+b*){a*—a^+b*) g. 
•43. a*+b*—ab{a'+b')^ia+bXa—b)\a*+b^a'+b*) o 

N. -4- X / R ^ 

096. a,b,ceR . w,neN, .3 -0. oj^w = (Df PO8O0) . •1--2=P080.1 -â 
•3. ûfm «R -4. /(O = (/a)" 2. -5. (a/br=ayb"' "« 

N. + N, - / r 

097. a«N, . weN, . new+N, .3- a"/^" = c^n—m) *« 

} EUCLIDES, IX, Pli j 
4- N, — n R [^ 
8-1. ocR '. mcN, .3. af(— w) = (/afm Df 

•2. o,&,C£R . m,nea .3. P080-22. ofw eR . P081. P097 
9-1. ocr.weN, .3. -O. af^wi = (DfP080-0) . P080-1 -2 
•2. (r|n)P090.091.095 -3. aer-tO . »(eN, .3. P098-1 
•4. a,6,c£ r-tO . »i,nen ,3' P098-2 
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N, + N, - 

100. asN^ . ftea+N^j .3 

•0. a"'b = (a+No) ^ X3{be oo+'if^) Df 

•I. > =(a+N„)-(&+N,) Df? 

•2. ta\jt{a + l)\j.,.y ih =: a'"b Df 

•3. ceN^ .3 «•••(«+<:•) = «+(0-c) -4. a"'a=ita '% 

Note, a'-'b, qu'on peut lire *' dès a kb'\ désigne l'enseinblc des nombres 
«, a+1, etc., b. La notation a"'b, analogue au signe a^b, déjà en usage, 
<îst plus intuitive que la notation Z{afi) do F,. LaP*2, et quelques unes des 
«uivantes, donnent la définition symbolique du signe «...», qu'on lit «etc.». 

N, + - J? 

101. 7/i£N, . fe N,fO-(m+l) .3 

•01. j?(/;o-0) = ro 1 ^- 

•02. ^(/;o-(m + i)) = ^(/;o-»o+/(m + i) J ^' 

•il i:{f,0'"m) £ No 

•12. ge [(0-m) f (0-m)]rcp .3 2:(fgy 0-»i) = JE'(/; O-»0 h;i 
9»,/ieNj, . /£ N^f [>/«— (?>2^+;2)] .3 
•21 . 2^;/; >/r-(»i + ?0] = :E:if(m+y) \r, O-n] Df 

•22. fm+f{m+l) + ...+f{)n+n)= » Df 

•23. -iV^V^' 1^'] = » Etf 

{ » = « somme des valeurs de 

/>", lorsque r varie de m à m+w » { 
^ofc. Parmi ces différentes notations pour indiquer la '^somme des va- 
leurs d'une fonction, la fm+f{7n-{-l)-\-..,'\-f{in-\-n) 

est très commode ; mais elle n'est pas suffisante dans tous les cas. Car par 
ex. la formule 0+1+...-H) nous indique la somme d'un ensemble de nom- 
bres, dont on connaît le premier, le second, et le dernier, mais on ne 
connaît pas les autres termes, ni leur nombre. 
Quelques Auteurs indiquent la même somme par les notations compliquées 

^fr y- />', et aussi par V />', 

1 r=l 1 

en indiquant la variable r du 2", p. ex. par le langage ordinaire. 
La définition du signe Zif, 0*"wi) est donnée (P*01 -02) par induction. 

m^nelU, .fe^J [0-(m + n)] .3 

•31. 2[/r 0-{rn+n)] = Z{f, 0-m)+i:f, (m+l)-(m-|-n)] -. 
^^eN„ . f,g£ ^,iO-m .3. -41. f+g = (fr+gr)\r Df 

•^2. ^(/H-^, 0-m) = £{f, Q-m) + Ilijg, O-m) % 
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N, + n X R r - -S 

102. weN, . fe n f 0-(w+l) O- *'>*-02 = PlOl-Ol-02 

. fe n îO-m .3. n. 2:(f, 0-m) su. -12 = PlOMî 

w,n£N, . fe n f m"(w+n) ,3. 'H--i3 = P101-21--23 

. fe n f 0-(»i+n) Q. -31 = PlOl-31 

w£N, . /"^e n f 0-m Q. -il-ua = P101-41--42 

103. «i£N, . fe N, f 0-m . aeN, .3 -1 axf= [aX(/"r)]|r Df 
•2 axl(f, 0-m) z= ^{axf, 0-m) >^ 

4. meNi .3- 

•1. 2(l+2+3+...+w) = »î(w+l) 

•2. jà;(2?-+l)|»^,0-w] = l+3+5+...+(2m+l) = (m+l)'-^ 
j P-1,-2, Pythagoras Cfr. Theon Smyenaeus p. 27, 28 ? } •« 

•3. a,6eN, .3 21[{a+br)\r, 0-m] = [a+(a+6m)](m+l) «^ 
j DiOPHANTUS De polygonis numeris, P 3 } 

U,"32[r(r+1) |r, l-m] = 3[lx2+2x3+...+m(m+l)]= 
m(m+l)(m+2) { AeyabhataP21 j *i 

•5. 4i'[r(r+l)(r+2) jr, l-m] = »i(m+l)(m+2)(m+3) t 
î ALQâCHâNl, a. 1589, p. 247. } |Cont. P130| 

105-1--42 = (R I n)P102-l--42 
6-l-a2 = (r I n) 
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N, + 1 ... X X ^ - 2: 
110. neNo .a^ja^^ ... , a^e ^0 w ^1 w ... w ^9 .3 

(/. ncNo . a£ (0-9)f(0-/î) .3 

«n-«.« A = -^e*" «rX'' [ = P-oI 

Noie sur les systèmes de numération, 

La PllO donne la définition symbolique de notre système de numé- 
ration. La PllO' n* est que la même P où le «...» est remplacé par sa 
valeur PlOO-2 et P103-2. 

Le mot « chiffre » correspond au symbole 0*"9, Si a et ô sont des chiffres^ 
àb désigne aX+&. Mais par la P041'2, ab a aussi la valeur axb. Cette re- 
présentation par le même signe de deux objets différents, commune à tou» 
les livres, n'a pas apporté des sérieuses diflScultés; et n'apporte moins dan» 
notre travail, où figurent rarement les nombres écrits dans le système- 
décimal. 

Les anciens égyptiens avaient des signes, pour indiquer les unités de» 
différents ordres. Un nombre est alors exprimé comme somme de ces unités 
(Cantor, p. 38). Si Ton remplace les signes qui représentent 10, 100, 1000... 
par X, C, M, le nombre 1898 sera représenté à la façon des égyptiens par 

, , cccc xxxx ira 
^cccc xxxxx ira 

Le même système fat en usage chez les babyloniens, les phéniciens, etc* 

Les étrusques et les romains ont représenté 1 par I, 10 par X, lOO 
1000 par des signes, qu* on a dans la suite déformés en C et M. Ces signes 
sont, selon M. Lindemann, d'origine égyptienne. Ils ont introduit des si- 
gnes, moitiés des précédents, pour représenter 

5 = V, 50 = L, 600 = D. 

Les grecs ont attribué aux lettres de leur alphabet une valeur numérique : 
a = l,)9 = 2, ...,^ = 9,/ = 10 

X = 20, A = 30, ... q = 90, e = 100, a = 200, .... ,a = 1000, .... 
P. ex. .aœqrj' = 1898. 

Le même système de numération est encore en usage chez les arabes,, 
concourrement aux chiffres indiennes ; il sont remplacé les lettres grecques^ 
de a à jr, par les lettres arabes correspondantes. 

Dans ces systèmes un nombre est exprimé par la somme des nombres re- 
présentés par les signes simples. 

Les anciens peuples ont aussi fait usage de chififres négatifs, indiqués 
par la position à droite du nombre supérieur chez les étrusques, à gauche 
chez les romains, par un signe spécial chez les babyloniens. 

Les chinois et les japonais se servent de signes simples, ayant la valeur 
de 1, 2,... 9, X, C, M, par lesquels je les remplace. Les signes pour re- 
présenter 1, 2, 3 sont 1, 2, 3 barres, comme chez les égyptiens et les 
jomains. Le nombre 1898 est exprimé, sauf la forme des signes, et en 
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flubstîtnant les lignes aux colonnes, par 1M8C9X8; comme somme et pro- 
•duit des signes simples. 

Dans tous ces systèmes il n' y a pas de 0, ni de valeur de position des 
•chiffres. L'introduction du 0, l'indication des puissances de la base par la 
position des chiffres, et la suppression des signes simples pour les re- 
présenter s'est opérée, chez les indiens vers l'a. +400 (Cantor, p. 518). 

La valeur de position est la même, soit chez les hindous et les européens, 
dont récriture est dirigée de gauche à droite, soit chez les arabes, dont 
l'écriture est dirigée en sens contraire. 

Dans l'A. chinois, cité à la P082, il y a le 0, et la valeur de position 
■des chiffres, qui ont à peu près la forme 

J.JLjnnn IT TT TîT un 

012345678 9. 

Cette forme, semblable à la notation des Romains, est la représentation 
:graphique du « Soan pan » ou abaque des Chinois. 

La division des nombres en tranches de trois chiffres nous vient des 
romains, qui comptaient par milliers. Les grecs comptaient par myriades, 
<^e qui correspond à lire les nombres par tranches de 4 chiffres. Ainsi opère 
Archimede, dans 1' «Arenarius» (va^/*tr^ç) pour lire des nombres jusqu'à 
^4 chiffres. 

La numération parlée appartient au domaine de la philologie. 

Ariabhata a attribué une valeur numérique aux sons de la langue san- 
scrite, afin d'apprendre par cœur des tables de trigonométrie et d'astronomie. 
(Cfr. RODET, Journal Asiatique, a. 1880). Des systèmes analogues sont en 
tisage chez nous, dans des jeux de société. 

P. ex. attribuons à dix consonnes 

p, t, ky ce, m, 6, d, gu, ge, w, 
les valeurs 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0. 

-et aux voyelles a, e, t, o, w, les valeurs 1, 10, 100, 10*, 10*, c'est à dire 
indiquons par les voyelles les unités des différents ordres (par cela le 
isigne pour indiquer le est inutile). Alors pa =1, ma =5, te =20, do =7000. 
Pour indiquer les nombres qui ont plus de 5 chiffres, il suffit de les di- 
viser en tranches de 5 chiffres, et de poser la =10', le =10", ... ;u=10*, 
^tc. Ex. tema = 25, Urne = 250, tomdi = 2050 00000 00000 00000. 

Pour réduire les conventions sur les chiffres au plus petit nombre pos- 
^sible, il faut choisir pour base de numération le nombre 2. Ce système 
de numération a des curieuses propriétés. Voir : 

Leibniz, Opéra, t. m, p. 346-354 (De Arith, dyadica)\ p. 390-394; 
t. IV, p. 208-210; etc. 

E. Lucas, Récréations mathématiques, a. 1891, p. 145. 

Deux signes suffisent pour indiquer les nombres dans la base 2; p. ex. 
un signe visible, et l'absence du signe. Un nombre écrit dans la base 2 
-est aussi écrit dans les bases 4, 8, 16,..., si on le décompose en tranches 
de 2j 3, 4,... chiffres. 
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Sans changer la base du système de numération, Cauchy, par Tintro- 
duction des chiffres , négatifs, a réduit de moitié le nombre des chiffres 
(Œuvres^ 1 série, t. V, p. 434). 

+ N, X ^ - 2: 

111. wfiN, .3 

•1. QZ[)^\r, l-m]=.6(l»+2'+...+'m»)zzz w(»i+l)(2//?-f 1) 
} Archimedes, a. — 287 ^ — 212, De spiralibiis, PIO j ^ 

j Aryabhata P22: 

« Le dernier terme, celui-ci plus 1, celui-ci plus le nombre des termes; du 
produit de ces trois nombres prenez la sixième, c'est le volume de la pilo 
des carrés. » | 

•2. i:,"^ 7^ Ir = l«+2'+...+m' = {i+2 + ...+m)\ ^ 

I NicoMACiius a. 50*^?, Arith., II, 20. Aryabhata, P 22 { 

112. XE N,' .3. a N,fi;i-9) ^ f3{x = Z,^ f^ 

}Waring a. 1782; Jacobi a. 1851; Oltramare a. 1895, TnL 
des math., p. 31 j ^ 

N, ^- — n X r - -2: 

113. rt, 6 £ n . 771 s Nq .3 

j EUCLIDES, IX, P35 } 
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114. m, n e N, . s„ = 2'," (r"* |?') Q. 

M. s,=n . 2s, = n(n— 1) . 6.^ = n(n+l)(2n+l) . 48, =: nXn+lf 

SOs^ = ?>(«+l)(2n + l)(3«»+3n— 1) 
} ALQaCHâNÎ, p. 247 j 
j FERMAT, a. 1636 t. 2, p. 69 : 

« Exponantur quotlibet numeri in progreNsione nalurali ab unitate; si 
a quadmplo ultimi, binario aucto et in quadratam trianguli nuincrorum 
dacto, dumas summain quadratorum a singulis, fiet quintuplum quadrato- 
quadratormn a singulis. > I *< 

12s, = n\n-]-lf{2n*+2n—l) < 

.42s, = H(n-+-lX2rt4-l)[3n»(«-4-l i'— (3>t'+3« -1)] < 

24s, = yj'(n4-l)'f3/i'(?t-Hl)'— (2«''+2n— 1)] < 

90s, = n{n-\-lX2n-hl)\ô)i\n+lf—lOn'{n-hl)''-h3{3n*-hSn—l)] < 
20s, = H'(«-4-l)'[2;i'(?t-4-l)'— 5«'(n-|-l)*+3(2n'+2«— 1)] < 
66s„= n(n^-lX2n-t-l)(3rt'(«-|-l)*— 10»'(>i+l)'-4-17n'(w+l)« — 

5(3/i'-+-3«— 1)1 < 

24s„ = n\n-\-l)\2n\n-\-lf—8n'{n-hlf+llHXn+l)*— 

10(2n'+2/i— 1)] <l 

•2. s, = s,' -3, 5Sj = s,(6s,— 1) -4. 3s, = 4(s,)'— s, 
•5. 7s, = 12s,s,— 5s» -6. s, = 2(s,)«— s, ^ 

I P"6. Jacobi, cfr, Bi'ieficechsel zvohchen Gauss U7id 
Schumacher, t. V, p. 299, a. 1863 j < 

•7. 12(s,)'=16s,— 5s,+s, 

{ Amigues, Nouv. Ann. de Math., 2. série, t. X 
Cfr. Interm. des Math. a. 1894, p. 29, 136| < 

115. m e N, . a;, .y, a e n f l'"m .3- 

•2. (2:,'» a.r'X-^.'"»/ Mi;" 6-a;y/ = 

-iV'-i [-S.+.'^a, a, ( ,*, y, — x, Ur )' |s ] i'- 
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N, + X - n 

121. m £ N, . /^ 6 N, f 0-(m+l) O- 

-0 n(f, 0-0) = fO . n(f, 0-(w+l)) = n{f, Q-m)xf{m+l) Df 
m e^^.f e N, f 0-i?i .3 -il 77(/; 0-m) £ N, 
•12 flr £ [(0--m) f (0-m)]rcp .3 W9y 0-m) = //(/; 0-m) >«j 
wi,w£N^ .fe^^t [m — (m+n)] .3 
•21 . 77(/; m-(w+n)J = //[/(m+r) |r, 0-n] Df 

•22. /m></'(/n+l)x-></'(m+n) = » Df 

•23. ^«.'^'^"[A' 1^-] = » Df 

7H,n£N, . /'fi N^^f [0-(m+n)] .3 

•31. n[f, 0-(m+n)] = n{f, Q-m)YjI{fy m+1 - m+n) ^ 

•41--42 = (X, /7)1(+, 20PlOi-41--42 
meS^ . /"fi N^ f 0-m .3 

•51. n(f, O-m) =0 .=. a i^{7^e 0-m . />^ = 0) »«i 

N, + nxRr|^2;// 

122. (77, P121)|(2', PlOl) P102 

•SI. mfiN, . fenfO-m .3 P121-81 

123. (R I n)P122 124. (r | n)P122 

125. m,n£No . as N^ f O^^^m 3- A«^^, 0-m)=[77(a, 0-m)]f^ »«i 
130. m, n fi N^ .3 

{n+2)2:\[n{r+s) |s, 0-n] |r, 0-m{ z= /7[(m+s) |s, 0-(n+l) ] »«i 
IFermat, 1. 1, p. 341 : 
« In progressione naturali, quae ab unitate sumit exordium, qnilibet nome- 
rus [m] in proxime majorem [X(wH-l)] facit duplum sni trianguli [=2x(l+2+ 
...-fm)]; in triangulum proxime majoris, facit triplum suae pyramidis; in 
pyramidem proxime major is facit quadraplum sui trîangulo-triangiill ; et Sic 
uniformi et generali in infinitum methodo. » | 
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No + N, >< 5= ^ 

150. a, & 8 No O: 

•1. 6 > a .=. b £ a+Nj Df ^ 

•2. a < 6 .=. 6 > a Df ^ 

{ » = (6 est plus grand que a) = (a est plus petit que 6){ 
Note. Les signes > et < ont été introduits par Harriot (a. 1560^ 1621), 
•dans r € Artis analyticœ praaxis a. 1631 ». 

Ils ont la forme ff et § dans Girard, a. 1629 fol. B, 

La notation &>a n' apporte pas une notable simplification à la &f a+N|. 

•3. ae^,r^.a>0 [Hp .3. a=0+« .3 Ths] 

•4. a e No .3 a > .w. a=0 [P-3 . P020-3 OP] 

•5. a £ N, .3 a > 1 •^- ^—1 [P*4 Z) P] 

151. a, 6, (?, deNo .3 

•|. & > a .=r. &+(? > a+c ►nJ 

[ ce e Nj . ô=a4-5c O. 64-c=cr+c+x .3. M-c > a+c (1) 

ac e Nj . 5-|-c=«-l-c+a; .3. ft=a4-x .3. 6 > a (2) 

(1).(2) . Elim X .3 P ] 

•2. c > & . 6 > a .3- <^ > ût ►cj 

[ a;,yeN, . c= ft+cc . 6= a+y .3. c=r a+y+cc 3. c>a (1) 

(1) . Elim(x;y) .D. P ] 

•3. h> a . d^ c r^, h+d^ a+c 

[Hp . P-l .3 b+d> a+d . a-Hi > a+c . P-2 .3 Ths ] 
•i. a=:& .g. a < & .*irf. a > 6 

[ Hp . ô=0 . P150-4 .D. Ths (1) 

Hp . a=b 3. a<6+l (2) 

Hp . a<h .D. a<fe+l (3) 

Hp . c e Nj . a=6-fc . c=l .D. a=fe+l (4) 

Hp . c fi Nj . a=&-|-c . c<l 3. a>6-i-l (5) 

Hp . c e Nj . a=ô+c . (4)(5) . P150-5 .3. a=6-hl . u . a>2H-l (6) 

Hp . a>h . (6) .3. a=6-|-l .0. o>&+l (7) 
«=6 .u. a<ô .u. a>6 : (2).(3).(7) 3. a=6+l .u. a<ô+l .u. a>6+l ■ (8) 

(1).(8) . Induct .D. P ] »o 

•5. a-^a [ Hp. a=a-Hî .3 C£N,.c=0. 3 Ths] ^ 

•6. a > & .3- ^ -< & ^ 

•7. a^& .=. a<6 .w. a=b : a^6 .=. a>>& .\j,a==b Df 

•8. a ^ 6 .=. 6 ^ a .=. & e a+No Df? 

,9. a^& .=. a-^6 : a^6 .=. a-<;6 "g^ 

MO. a^& . 6^a .=r. a=^> '^ 



34 §2 > 

N, + N, — n X > 
153. ûD^yen r^: a? > y .=. y<i^ .=• ^^ y4-N, Df 

4. a,teNj .3 +a>+6.=:. a>6 : +^>— ^^ : — a>— & .=. a<J> 

5, a,&,c/Z£n.3 M-MO = P15M--I0 

160. afi,c,de N, .3 

'1 . a > & .=r. ac > i;c «13 

•2. a > b . c > rf .3 ^^^ >• trf ^ 

•3. » » .3 (ic+hd > rtrf+&c »«3 

4- N, X / R > 

161. «,b£R .3: 

H. 6>a .=. tea+R Df 

•2. 6>> a .=. ?«£Nj . i^«,w& f N, . 3^^ • ^^ > *^^ I^f? 

2. afiyCyds^^ 3- 

•1 . a/& = r/d . a > & . a > c 3- ^+^ > ^+^ 

t EUCLIDES, V, P25 j ^ 

•2. a/(a+b)<(a+r)/(a+&+c) 

•3. a/t < c/d 3. ff/& < {a+c)/{h+d) < r/d ^ 

I Chuquet, a.l484p.l01 j 

•4. a/J)^ c/d .=. ad > &<? 

-5. a/ft > c'/ft .=. a > c j EucLiDES, V, PIO }' 

'6. a/b>a/d .=.b<:d j » {; 

3. a,&,c,rf£R3- •i-'8z=Plol-l--8.-H-H6 = P162M--6 

-21. V>a j=, /h</a a 

-22. » .=. &/a>l »^ 

•23. a>& . c<d .;3- V^ > V^ 2. 

•24. a<& . r>(i .3. a/c < h/d a 

4. a,ter .3 -l. b>a .=. (Df P161-i) 

•2 6>a .=. a (a+R)^(6— R) 
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No + X r > 

170. afisN^ . a'c=b .3 

' i . a'+&' > 2ab ^ [Hp O. (a~6)» > O. Ths] 

•2. 2(a*+fc*)>(a+&)» 
-3. (a+6)'>4a6 

[ 2{€^-^b^)--{a+b){a^'\-b^=:(a—by(a-\-b) > ] 
•5. 4 (a'+6^ >(«+&)•' 

[ P-4 O. 4(a»+68) > (a+6)x2(a»+6^ . P-2 O. P] 

•6. a'+b' > ab{a+b) [P-5 o. PJ 

•7. S(a'+aV+b') > (a'+a&+&V »^ 

'8. 2{a'+a^b'+b')> Sab{a*+b^ 

171. a,6,C€No .'ia=b=c) r^\ 

[ Hp O. (a— 6)»+(a-c)«H-(6— c») > O- Ths ] 
•2. 3(a«+6«+0>(«+6+<7)* »^- 

•3. (a+ft+c)" > 3(a&+ac+6c) 
•4. a < 6 < c . a+b > c .3 2(a&+ac+&c) > a^+V+& ^ 

[3(a»+y'+c»)--(a+6+c)(a«4-fe'+c*)=(rt--6)»(a+&)+(&--<;)*(Hc)+ 
(c-«)'(c+«) O. P ] 
•6. 2(a'-4-fc'4-0 > a\b-hc) +b\cA-a)-h(f{a+b) ^^ [ P-5.3P J 
•7. 3(a'+i;'-4-c')>(a+&4-c)(a6+ac+6c) [ P-i . p-5 o. P ] 
•8. 9(a'+6»+0>(a+&+c)' ^ [ P-5 . P-2 .3 P 1 

•9. a\b+c)+b\c+a)+c'{a+b)> 6abc ^ 

[rt '(6+c)+&'(c+a)+c»(a+&)— 6a&c=a(&— c)'4-ft(c— a)»+c(a- 6)« ] 

•10. a'+fc'+c'>3«fcc [P-6.P-9 0. P} 

•H . 8(a'+fc'-l-6r») > 3(a-|-&)(a4-c)(6-4-c) ^ [ P-6 . P-IO .3 P ] 

M 2. (a+6+e)(a*+b'4-c*) > 9«i;6? ^ [ P.9 . P-10 o. P] 

[P-6 0. P 

iA. {a-^b+cf'>21abc ^.[F'9 , P-lo .3 P] 

• 1 5. (a+6X&-^c)(^+a) > 8ab^ ^ [ P-9 3. P J. 

•16. a»4-&'+c"+3«&c > a«(b+c)+t'(c+a)+c"(a+b) 
i 7. a'>b'>c .3 «'6+i^'c+c'a>a'c+6'a+c'6 ^ [ p-095-ll 3. P \ 
•18. (a&4-ac+6c)'>3a6r(a4-64-c) ^ 

•19. a*+&*-l-c*>a6c(a+&+c) »^. 

•20. (a+&4-cXa»4-6'+0>(a«4-&«+c^* 



^6 §2 > 

172. a, &, e, d e N, , -(a=6=c=rf) Q. 
'\. 4(a»4-6'+c*-+-d*)>(a-+-b4-c+d)'' 
•2. 3(a*+ b'+c'-Hf) > 2(a&-4-ac-Nid4-&c4-&rf+cd) 
•3. sca-t-ft-t-c+d)* >8( » » ) 

3. a, b,m,ne N, .3 

•1. a>6.=. «"•>&•" *o 

•2. a > 1 ,3 »» >■ n .=. a"* > a* *« 

N. + - X h > 

4. a, 5, c e N, . ■<a = 6 = c) .3 

M. (a+Z^— c)*4-(oH-<?— &)'-H&-H;— a)*>a6-f-6c-H;a «^ 

•2. aic>(flH-6 — cXa-l-c— 6Xfr+-c — a) ^ 

[(jb+c—a, a+c—b, a+6— c)|(a, 6, c) P171-15 O. P] 

•3. {a—bfia+b—c)+ib—c'Ab-\-c—a)-Hc—aKc-{-a—b) > 

5. (R I N,)P170-174 

+ N, X f^ - J? > 

180. «e N,-l-l . ar,y,aeN, f 1-n .j: — J?," .3 

•1. {,2:x*){Zf)'^{.2:xyf 'Tî[PMi5.3Pl 

'i. n{^i:!x^-^{i:œf [P-l.y = l.3-P] 

{Caucht, a. 1821, p. 453 j 
•3. {£ aa^ (Jf ay*) ^ (2: aœyf [P115-2 .D- P] 

-4- N, X [^ - J? /7 > 

1. Hyp P180 . n=: TJ," .3 

M. {Zxf^n'^nœ •« 

•2. .2: «" ^ n 77 a? [a?"|a? P-1 .3 P] 

•3. (^ oa?) [^ (2: a) ^ [(2: a) [^(^ a)] 77(a?^ a). -^ 

'*. 2: aaf' ^n n xf' . 

2. n£N,+l .a7,y,aeRfl-n .3 P180-181 
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N^ + N, — n X / R r f^ < - 2: /7 mod 

190. oeN^ .3 inod(H-a) = a . mod(— a) = a . modO = Df ^ 
Note. La notation « mod a » , pour indiquer « la valeur absolue de a » 
est due à Cauchy. Elle est plus commode que la notation postérieure |a|,. 
introduite par Weierstrass. 

1. a,ben. .3- *^- modaeN^ '2. mod( — a) = moda *^ 
•3. mod(a+6) ^ moda-hmodft ^ 
•4. mod(aX6) = (inoda)X'(niod&) »*i. 

2. àéR .3 ThsP190 Df 

3. a,ber .3 M--4 = P191-i--4 

•5. a-=0 .3 mod/a=/moda ^' 

•6. maNo 3- ^^^ (— ^r = (moda)** = modCa*^) »«i 

•1 mod ^o""/*^^,"* mod/ 

•2 mod Uo** /= 77^"* mod / ^ 

H nx/Rr> mod sgn 

5. aéR 3- sgna = 1 . sgn(— a) =: — 1 . sgnO = Df ^ 
t Cette notation a été introduite par 

Kronecker, a. 1878, Werke, t. 2, pag. 39, 500 } < 

6. afisT 3- *^ sgna £ d w *0 y t( — 1) ^ 
•2 sgn(ax6) = sgnaxsgnft -3 a = sgnaxmoda <^ 






•4 sgna=sgû& 3- sgn(a+&)=:sgna 

•5 sgn(a+6) = sgna .=. sgna=sgn& y moda>mod6 "% 

•6 a,b '£cO ry. sgna=sgn6 .=. sgn(a6)=l .=. sgii(a/&)=l "g^ 



N. 



iium 



200. a^beCls.msN, .3 

•1. numa = .=. -a a Df ^ 

•2. numa =z r/i -f 1 .=.-. aa : o^fa .'^)x . num(a-/a7) = /?i Df ^ 

jnuma = « le nombre des a » j 

j Note. Les P'1/2 donnent, par induction, la définition du « nombre des 

Individus contenus dans une classe « ». « (PI) Nous disons que le nombre 

-des a est 0, s' il n'y a pas des a; (P*2) et que le nombre des a est w-f-1, 

où m est nombre déterminé, lorsqu'il y a des a, et que le nombre des a, 

différents d'un individu x de cette classe, est m ». En conséquence, pour 

«1=0, on aura la signification de la formule numa = l(P*3); d'bù la 

signification de numa = 2 , et ainsi de suite, j 

•3. numa == 1 .:=.•. aa : œ,yea ryc,y. co=y ^ 

[P-2 . w=O.D:: 
numa =1 .=.-. ga : xsa .3c • "3 <^-'^ (1) 

» » , a'Z) ix (2) 

» » . iyaa r^y . y=ix) (3) 

(3) . Import .3. P] 
'4. num[N^j -(/7i-|-N(,)] = m 
1. a,b8 Cls . numa, num& e N^ .3^ 

•i. -a a& .3- num(aw&) = numa+num& ^ 

•2. num(aw/!^)+num(a<*) = numa+numft ►^ 



NoX 



num 



•3. num {x]y)3{xea . yeb) = numaxnum& 
2, a,&£ Cls . b'^yi . numa e N^ .3- num& e N^ . num& < 



numa 



3- ù£ Cls .3 



Nq num 00 



iuunf^ -^ Ng Df •=: 

- a Njj^ x.ï(iuimf/ ^ xc) [ = p-i 

* le nombre dûs a est infini • î 



^ 
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Ne' infn 

210. a,& £ Cls .3 

'i. Nc'a = Nc'b .=. a (rtjo)rcp Df 

[ » = « la puissance (Mâehtigkeit) des a » ( . 
•2. Nc'a £ infn .=. a Cls^ U3(ii^yi . i(^^=a . Nc'^^ = Nc'a) Df 

j » » z= " la puissance des a est un infini ''j 
•3. Nc'N, = Nc^N, [ + e {\ j Ni)rcp ] 

•4. Nc'Njj £ infn [ p-3 3 P ] 

•5. Nc'a = Nc'N, . O^ • Nc'& £ infn .3 Nc'6 = Nc^N, • 
•6. Nc'a = Nc'6 = Nc'N, .3 Nc^(aw6) = Nc'N, 
•7. Nc'a = Ne' No . Nc'& -£ infn 3. Nc'(aw6) = Ne' N, 
•8. Nc'a ^ Nc'6 .=. a («j?>)Sim Df 

•9. Nc'No = Nc'n = Nc'R = Nc'r 
j G. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehr^e. 
Crelle's Journal, a. 1877 (. 

P210. Note. Nous définissons ici une autre idée, indiquée par le signe 
« Ne* » semblable à la précédente, indiquée par « num » , mais non identique. 

Cette définition est exprimée par les seules signes de logique (§1); elle 
est donc indépendante des idées primitives Nq ,4-, 0. On pourrait commencer 
ici TArithmétique. La P211 exprime la coïncidence des signes « num » et 
« Ne* » , lorsqu'il s'agit de classes finies. Mais on aura par exemple : 
num N =: num Q, car les classes N et Q sont toutes les deux infinies; 
mais Ne* N < Ne* Q, car la puissance des N est plus petite que la puis- 
sance des Q. 

M. Cantor a indiqué la puissance de a par "(Cfr. RdM. a. 1895, p. 130), 
notation qu'on ne peut pas adopter dans le Formulaire. M. Vivant! dans 
F, Vn §2 PI Ta remplacée par Nc*a « le nombre cardinal des a » , 



num 00 Ne' infn 

1. a,be Cls .3» 

M numa £ N<, ."^i Nc^a = Nc'& .=. numa = num& 
•2 numa = 00 .=. Nc'a £ infn 



N^ > max min 

220. UyV £ Cls'No . a,b s N^ .3 

•i. maxw z=zi vfs ûG3{y£ uhx .^y. ^>y) 

M' mini^ — < — 

•2. maxu —(yeu . 3y • ^^y) 



Df ^«1 

— ^ 

[=P-il 



221 



•3. max ta =a 

•-4. max(a,&) = max(^a y cb) Df 

•5. a > 6 .3- niax (a,6) = a 

•6. a emaxw . a cmaxv .3- ^lax(^^^^?) = max(maxw, maxv) 
M' 2' 3' 4' 5' 6' = (min, »|(max, OP*^-'6 
f^ya^b min(a 6) , max(a b) , 0\ 

52, 53, 55, 56, 62, 63, 203-233, 300-307, 341-347. 

NjjH nx/Rrf^ num max min 

222. HypP220"6 .3. max(w4-î;) = maxw -4- maxt? >^ 

3. t^,^£ Cls^n . a,b£n .3 -l-'ô' = P220-1-6' -7 = ThsP222 
•8. a imsLxu .3 mîn( — 2/) = — maxw *^ 

4. HypP222 .3 max(wx^) = (maxt^xCmaxt?) ^ 
5-1--7 = (R I n)P223-l--7 '8. Hyp-8 .3 min/u=z/ma.xu 
6-i--8 = (r I n) -i-'S 

222'-226' = (min, max)l(max, min) P222-226 
7, numw s N^ .3- 3 ^ maxi^ . a c minu ^ 
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N, + X ! 

240-1. 0! = ! Df ^ 

•2. a £ N, .3 (^+1)! = a\X{a-hl) Df 

N, + X - -S JT num ! 

•2'. maN, .3m! = lX2X...X^^^ = ^,'^H^ Df? >^ 

} w! = « factorielle tn » j 
JTb^c. Le signe ! a été introduit par Kramp, Éléments d*Arithm. a. 1808. 
Gauss a indiqué la même fonction par i7(7n); les anglais écrivent |^. 

•3. afieN, .3 (a+l)(a+2)...(a+&) s N,x b\ 

j Pascal, De nume^ncis ordinïbus tractatus, P2, t. 3, p. 274: 

Omnis productus a quotlibet numeris continuis est multiplex producti a 

totldem numeris continuis quorum primus est unitas...j < 

'3'. a,b£ N, .3 {a-hb)\ e N, X(a!X6!) ^ 

■ -4. m £ N, . a £ N, f (1-m) .3 (-^«"•a)! e N,X/7j*»(a!) ^ 

•5. m £ N, 3- num[(l—m f 1— m) rcp] = m\ 
{Leibniz, a. 1666. Opéra, t. 2, p. 383: 

Date numéro rerum, variationes ordinis invenire. Solutio: Ponantur omnes 
numeri ab unitate usque ad Numerum rerum, inclusive, in série naturalî^ 
factus ex omnibus continue, erit qusesitum. ( 

No + — X / - ! Cmb 

241. m,neNo .3- 

M . Cmb(m,n) = C(m,n) = m(yn — l)...(m— n+l)/ n\ Df ^ 

j » = nombre des combinai sons de m obj ets, pris nkn\ 

Note, Le symbole « Cmb » ou « C » est une abréviation du mot « com- 

binatio » adopté par Pascal, Œuvres, t. 3, p. 289 "^ 

•2 me n+No .3 C{m,n) = nl\/[n\{m—7^y:] Df ? < 

•3. C(m+ l,n+l) = C(m,n+1)+C(w,n) ^ 

No + N, — X / [^ - 2: num ! Cmb 

242. w,n£Nj .3- < 
M. C(m+n,n) = C(mH-^?,r/?) 

•2. CXm+n — l,//0/C(m+n — l,n) = n/m <- 

•3. C(2m,iw.) = 2C(2m— 1,/>0 ^ 

•4. C(//i+n,n)/C(//i+^2— l,;?) = (/nH-n)/n ^ 

•5. C(mH-n,yi+l)/C(/H+?i,n)=:(nH-l)/m ^ 

•6. C(m+n,n)/C(m+n+l,;«+l) = (m+7i+l)/(n+l) ^ 



[Pascal, Comhinationes y Œuvres, t. 3, p. 289: 

« I. Duo quilibct numeri œque combinantur in eo quod anibonim ag-gre- 
gatum est. 

II. Si duo numeri [m-f l,n-|-l] combinentur in numéro quod amborum aggre- 
gatum est unîtatc iiiiiiuto, multifcutlîiies combina tionum erunt in ter .st.% ut 
îpsi nunir^ri reciproce. 

m. Si uumcruii combinctur primo in numéro qui sui duplus est, deinde in 
ipsomet huiikto duplo uuitaU^ minuto^ prima combiiiatinnum multîtudo i^e- 
cund» du pi a criL 

IV. Si feint duo numeri proTcimi [ïn+n—l^wH-?*], etnliua f^^iilibet in u traque 
combinetur^ multitudo conibinationum qufe fîunt in majore erît ad altcrnm 
multitudîneiji, ut major numcrus ad îpsummet oi^orem^ deuipto eo qui coiu- 
binatus eut. 

V. Si duo numeri proximi [?î,jî-|'1] in atio quolibt^t [m+w] combîneutur^ 
«rit multitudo cnmbin&tionum minoris ad aiteram^ ut major numéros com* 
binatus ad inimerum în quo ambo combinati sunt, dcmpto minore numéro 
combinato. 

VI. Si sunt duo numeri quilibot quorum rainor [n\ in majore [wi+n] com- 
bine tur, si lit autem et aliî duo hin proxîme majore h quorum minor în ma- 
jore quoquc combînetur: erunt uiuJtitudines combinat ionum iuter ee, ut hi 
ambo ultimi numeri. | ^ 

•7. C(>/î,0)+C(/ïi,l)+„.+C(m,70= C(hi+1,?0 

j Tautaglu, a. 1523 : General trattato etc, a* 1556, 
libro secondo p, 17: 
... la prima progresslone vione ad essere un'unitA per termine in questa 
forma 1,1.1.1.1,1, . . . 

. . . . ruUimo termine di cîascuna di dotto progressioni vîene ad eï^ser 
la summa deUa anclana progressione.,.] 

243. k,n 8 N^j . m E ?7+l>i^ O* 

•2. ^.'^^^CC^^+l,^)!^ = 22;:C{n,r) ^ 

\ P"i-"2. Pascal, Combivationes^ îd; 

VII . Summa oniniumcombïiiationuia quîe fîeripossunt in numeroqnn- 
libet, uni ta te aueta, t^st numermï progression i s duplse quœ ab unitate &uTiiit 
exordiuni, quippe iile eujus exponene est numeriis proxime major qnam 
datus. 

VIII. Summa omnium combina tionum qutT& fie ri possunt în nnmero quo- 
libet [n+l], uni ta te aucta» duphi e.nt ftumuiîe omnium combinationum qufe 
fieri posHunt in numéro proxime minore, uni ta te auctie-[ ^ 
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•3. 47(— l)'C(m,s)|s = ^ 

•4. nsk+N, Q. C(m+i,n)== j;,* [C(m,n-r)XC(A;,r)]|r ^ 

•5. C(m+l,n+l) = ^;'[^,'*C(r,s)|r]|s+l ^ 

[ Pascal, id. p. 246 } 

•6. 2;olC(n,r)]»|r = C(2n,n) < 

î EuLER, Acta Accad. Scient Petrop,, a 1784, 1, p. 76: 

quadrata unciarum pro potcstate exponentis n in unam summam colli- 

g nliir, ea sempcr aequabitur maximae unciae in potcstati exponentis 2n 

occnrrenti. j 

•7. Z,^\—lY{C{2n,r)Y\r = C{:2n,n) 

'9. 2;'/ C(m— r,n— r) |r = C(m4-1 ,n) 
• i 0. 2:^"^C{m + n—r,n) \ r = C(m+n+ 1 ,W2 ) 
•il. ^o*~*C(m+r,n4-r+l) \r = C(m-l-A',n+ÂO— C(m,n) 
•i2. ^/ C(m-i-r,n) |r = C(m-l-A:+l,n+l)— C(m,n-+-1) ^ 

244. afi,m e N^ .3 (a+^r^r^;*" [Ci m,r)a'^-^&^] |r »ti 

I.Tartaglia, a. 1556, p. 71 j ^ 

6. -(m = n = 0) .3* 

Cmb(m,n) = num[Cls^r"m '^ a73(numa7 ^= n)] Df? 



< 



44 



§'^ quDt rest 



Njj N, X > max 



quot 



300. a,b,€£ N, r): 

•0. quot(a,&) r= max[No ^ a73(a7& ^ a)] 

M. quot(a,a) = 1 . quot(a,l) = a . quot(a&,a) = & 

•2. a < 6 .=. quot(a,6) = 

•3. a ^ 6 .=. quot(a,6) eN, 

•4. quot(ac, 6c) = quot(a,6) 

•5. a > 6 .3 quot(a, c) ^ quot(6,<?) 

•ô. & > c .3- quot(a, &) ^ q\xot(a,c) 

'7. quot(a, 6(?) = quot[quot(a,6) c] 

Ni H- X / quot 
•8. quot(a+6, c) ^ quot(a,c)-f-quot(6,c) 
•9. a £ N,xc .3 quot(a4-&,<?) = quot(a,c)-hquot(6,c) 
•10 b s NjXa .3 quot(6,a) = b/a 



Df 









Nj — X quot 

2. aybjC s Nj .3 
M . rest(a,6) = a — 6xquot(a,6) 
•2-3. ae NjX6 .=. rest(a,6)=0 



rest 



Df »^ 
a-£NjX& .=Trest(a,&) eN,»^ 

No -4- N, X -2: Zr < quot rest 
•4. rest(a, b)<^b >n 

•3. a =: 6xquot(a, 6)-4-rest(a,6) [ = P1I 

•6. g, reNo . a = &g-|-r . r < & .3 î = quot(a,6) . r = rest(a,6) «4 
•7. rest(a<?, 6c) = cxrest(a,6) «33. 

•8. rest(a+6c, 6) = rest(a,6) 
•9. a < 6 3- l'estCr/^ô) = a 
•10. rest[rest(a,6), 6] = rest(a,6) 
•il. quot[rest(<'7,6) , 6] 1= 
•4 2. rest(a,a) = 

•43. bs cXNj .3 ^s ^X^V, .=. rest(a,6) £ cXN, 
•14. rest(a,6) +-6Xrest[quot(^,6), c] :=:. rcst(a, bc) 
•17. a^6.quot(a,6)-scXNj.3-' 

rest(a,6c) > rest(a,6) . rest(a,6c)- rest(a,6) £ 6XN, "g^ 
•18. quot[rest(a,6c), 6] = rest[quot(a,6), c] *S^ 



u 

►a 
a* 

p* 



N, X max 
310- u £ Cls'N, .3 

M. Dvrw = T>u = max[N, « œ3{u \ 
j » = (le plus grand comn 1 
Note. — Les notations D(a,6) et m(«,6) s 
iroduction à la théorie des nombres^ P- 31 i 

La notation « Dvr » , qui a la même va 
lire lorsqu^on rencontre isolée. 

La relation « a et 6 sont premiers entre 
aoiiyelles, par D(a,6) = 1. 
•2. 3W .3 ^^ ^ N, 

[ UB Cls*N, O. leN, . u3 N,X1 

.(1) .3 aN>ir?(wDNiXi I 
» .m BU .3. -a Nir<m+N,)r 1 

.(2).(3) O. I>vrM B 
(4) . Elim w O. P ] 
1. a,6,c£Nj .3 '^- ^ ^^ ^=^ 
•2. D(a,6) = max[Ni « oosia^be NjX ' 
•3. D(a,a) =a . D(l,a) =1 . D(a,6 
--4. ae N,x6 O- D(a,6) =6 
•5. a,6eN,xc .3 !)(«,&) £NjX<? 
JEUCLIDES, VII, P2: 

fiétQov fzerg^oei ... j 

•6. D(ac,6^) = CXD(a,&) 
•7. 'Dwr{iasdib\jcc) = D[D(a,&), c] | 
•8. D(a,6) =1 .3 D(ac, &c) =c 
•9. ab £ N,xc . D(a,(?) =1 .3 be 1 
MO. D(a, 6xc) = D[a, 6xD(a,&)] 
•H . D(a,c) =1 .3 D(a6,c) = D(6/ ; 
-12. D(a,&)=l . afiNjXc .3 D(6,c)=l 
-13. IXa,c)=l.T>{b,c)=l .=.D{ab,c)- 
-1-4. D(a,c) = B{b,c) = Biayd) = D(& 

{ EUCLIDES, VII, P26 t 
M 5. aeNjXfe . a€NjXc . D(6,c) =:1 r| 
MO. D(6,<?)=1 3. D(a, &xc) = DÔÎ 
312. M,v8 Cls^Nj . au . at? . aeN, .3 
•I. D(^^^) = D(Dw,Dt?) 2. I 

•3. w3N,xa .3 DweNjXa 
-4. D(wXt?) = ÇDu)xÇDv) \i' 




{EUCLIDES, VII, PI j 



+ N, — X [^ > rest Dvr 
313. afiyC,mjn8ii^ r): 
M. D(a+6, 6) = D(a,&) 
•2. D(a+6^, b) = D(a,&) 

•3. D(a, a+l) —1 [P-l .3 D(a, a4-l) = D(a, 1) . P311-3 .3 P] "^ 
•4. a>b. 3 D(a,&) = D[6, rest(a,6)] ^ 

•5. Dvr(a,&) = 1 .3 Dvr(a'~,t**) =1 ►«3 

|EUCLIDE8, VII, P25, 27; VIII, P2, 3j 
•6. D(a,&) = 1 .3 D(a'+a&, b^=l . D{a^+b\ aby=z 1 

{EUCLIDES, IX, Plôj 



L 
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Nj X min mit 

320. ne Cls'N, .3 ^^^^ = inin[N,^ X3{yeu r)y . 00e NjXy)] Df 
j » zzi:(le plus petit multiple commun c^es ^/)| 

1. a,6,œNj r): -0. mit ta=: a 

•1 . m{a,b) = mlt(m w tb) Df 

•2. m(a,b) = min(«xN, ^ 6xN,) ►^ 

•3. m(a,a) = a . m(l,a) = a . m(a,6) m(t,a) ^ 

•5. ce N,xa . ce NjX& .3 ^^ NiXm(a,&) 

t EUCLIDES, VII, P35 t ^ 

•6. m{aCjbc) = cXni(a,&) 
•7. mlt(m w f6 w ce) = mlt[mlt(a, &), c]. |Euclides, VII, P36j ^ 

Nj X num Dvr mit 

2. UjVe Cls^N, . numi^, numr e N, . aeN, .3 

•1. mlti^ sN^ '2. mlt(^/v^') = m\t(mltic, mltv) 

'3. yeu .3/ • ^^ N,Xy O- ^^ NjXmltw 

•4. mlt(t^X«) = aXniltw 

•5. m\\{uXv) = mltwXmlti; { Stieltjes, a.l895, p. 4 } 

3. apyCydÊ^^ .3 

•1. Dvr(a,6)=:l 3. m\\{a,b) = aXb. |Euclides, VII, P34j ^ 
•2. Dvr(a,&)Xmlt(a,&) = aX6 t » » I "^ 

•3. D(«,6,6?)Xni(a6,ac,&c) = abc 
•3'. m » XD 

•4. D(a,&,c,d)Xni(a&c, aôrf, ai^rf, bcd) = abcd 
•4'. m » D » » 

'5. m(a,ô,c) D(û^,&) D(a,c) D(&,c) = a&c D(a,6,c) ^ 

I Le besgue, Introduction à]la théorie'^ des nombres, 
Paris, a. 1862 pag. 51 } " < 

•^- (N- ô ^ N^^^ W). ^K ^). 1\ §1 P16, 22, 26, 38, 42, 43, 
\Cls, a_)b, arb, ajb , a/ " »>>>>» 

52, 53, 55, 56, 62, 63, 203-233, Î300-307, 341-347. 



330. Np = (l+N.Ka+N,)X(l+N,)] Df ^ 

j » = « nombre premier » j 

1. 2, 3, 5, 7, 1 !,...£ Np ►^ 

{ Cfr. BuRCKHARDT , Table (1rs diviseurs j:)our tous 

les nombres du premier^ deuxiàmpy troisième million. 

Paris 1814-1817 — Glaisher, Tables des diviseurs pour 

tous les nombres du i""", 5''»*, 6**^, milliou.London 1879-83 

— Dase, Table des diviseurs pour tous les nombres du 

7^^, 8"*^, f?^"* million. Hamburg 1862-1865 — Dase çt 

RosENBERG, M. du 10^*^ million. Archiv der Akademîe, 

(/ion publiée) Berlin j. < 

3. ael+NiQ. aNp^a?3(a£N,X^) "^ 

( EucLiDES, VII, P31 : 
Zinaç ovvderoç àgi&fÂOç vjib TtgœTov nvbç àgi&juov /MergEtrai. j 

4. as^^ .b,ce^^.bc£'^^X(l O- &£N,X^.w. <^£N,Xût "^ 

t EucLiDES, VII, P30 : 
*Eàv ôvo àgidjual JioXXaTtXaaidaajTeç àlh)}.ovg nouooi riva, rbv ôk yevo- 
uevov è^ avrœv ueiQfj tiç Jigdjroç àgi&jnoç,xal îva rwv ê^ àg^rjç fieiQi^aei j 

5. 2N,3Np+Np tfiOLDBACH, a. 1690^1764. Dem?{ 

+ N, — X [^ ••• > num o) ! Dvr Np 
6-i. Np^(N,-l-3) ;3 (6N,+l)w(6N,— 1) 

[Leibniz, a. 1678; opéra III, p. 138] ^ 

•2. a£N,-h2.3a Np ^ (a-4-N,) ^ (2a— N^— 2) 

I Bertrand J., Journ. de VE. P., XXX Cahier, a. 1838; 

Dem. TcHEBYCHEF P., Mâm. sur les nombres premiers^ 

a. 1850; Journ. de Liouv., T. XVII, a. 1852, pag. 341 } ^ 

Ti. as Np . b"" £ N,X<^ O- ^ ^ N,Xa t Euclides, IX, P12j ^ 

■t. * .rreN,X?/-3?u^^i^N, [ . . P13j ^ 

a^^Np .h Fil -hN,) kN^X^M O^ 

^ao, //'~^- 1 &^,Xn "^ 

' :t2 . N ^^/ ;^i /> ' — l ^ (t X N, ) =^ N, X mi n [Nj'\i:.?[//— 1)E il X N J ^ 

t FeiîMat h ¥ivnn-]i\ n. UUO ; (Euvre?;, t. 2, p, 209; 
Tout ïionibro prmiîor mt).huri* iurulliîili'fiirïrt um* àvH imissaiice^s —1 de 
qt^'lqur proi^ff^Sî^ion ijut^ vx* atiît, vt Tt^xpostïnit de Ia dite pui«;i«Ance est 
«ousiTmltipU' (lu nornbrr firomitM' floutif' —1; et après qa*oîi a troiirè 1« 
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première puissance qui satisfait à la question, toutes celles dont les expo- 
sants sont multiples de l'exposant de la première satisfont tout de même à 
la question. | < 

{ Dem. Leibniz, MathematLsche Schrifïen, éd. Gerhardt, 
vol. Vn, pag. 154. — EuLER, Comm. Petrop., t. 8, p. 143, 
a. 1736; N. C. Petrop., t. 8, p. 70 j ^ 

•4. as Np . b,c e N, .^. {h-\-cf — b' — d'E ^.Xa 
•5. Np^4Nj4-l) 3 N,«4-N,» 
•6. ajbyCjd e N^ . a*+V = c^+cP . a'+6'fi Np .3. maft = coud 

\ P-5-6 FERMAT, t. 1. p. 294 : 
Nuraerus primus qui superat unitate quaternarii multiplicem, semel 
tantum est hypotenusa trianguli rectanguli j 

•7. 2" — 1 £ Np JPervouchine, Acad. S. Petersbourg, a. 1883 j 

•8. ))ie Nj .3-* ^>?*+4 £ Np .=. m=l [P095-22. 6=1 O.P] ^ 

|S. Germain, a, 1772, p. 296] < 

338m. a?eO-9 .'^. a7'+ir-+-ll fNp < 

•2. œsO-lb .;3. ^*+a: + 17 £ Np |EuLER,op.po.s<.,t.I,p.l85 j ^ 

•3. a?6 0"39 .3.a7''H-a7+41 £NptEuLER,ylc.J5m 1772 p.36 j ^ 

•4. a7£ 0"'28 .3. 2a?'-h-29 £ Np } Legendre, a. VI p. 10 j < 

9. nuin Np = 00 | Euclides, IX, P20 : 

Oî Tigcbroi àgiû/iol nXeiovç eioïv Jiavrbç rov jiQort&évroç nkrjûovç 

7iQO)TCov àgt&^iœv. \ "^ 

340M . a£ l-hNj . -a (1-f-N,) f^ œ3{ x^'^a . a£ N,X^ ) O- ^^ Np "^ 

j Legendre, Esi^ai sta* la théorie des nombres, a. VI, p. 7} 

\'\. acNp r). (a— l)!-4-l£NjX« ^ 

î Wilson. Cfr. Waring, a. 1782, p. 380} 
•2. aeNj . (a— 1)!+1 £N,X« O- a^Np 

[Legendre a. VI p. 183 j 
•3. aeN, . 4a-hl £ Np r). (2a)! +1 £ NjX(4a4-l) 
•4. » . 4a — 1 » » — » — » 

{Legendre a. VI p. 184 j 
2M. 6£Np . a-£N,X6 O- Dvr(a,6)=l t Euclides, VII, P29: 
^Anaç TiQCûTOç àgi^/bioç Tigàç &7iavTaàQi^ju6v,3v /.trj neTQeifjtQœxôç èauv.^^ 
•2. 6£Np . a£Nj . a<ib .3 D\T(a,&)=l ^ 

•3. a,6£Np . a-=6 .3 Dvr(a,?>)=l 

3. a,&£N, . D(a,&) =1 .3 num[Np^a4-N,X &)] = <» < 

[Legendre, Th. des nomb. II. édit., pag. 398; 
Dem. DiRiCHLET, a. 1837, Journ. de Liouv., 1839, pag. 393 j ^ 



No + Nj X f' max mp 
350. a,be N,4-l Q. 

M. mp(6,a) = max[No^a;3(a£NjX&^)] Df ^ 

j » = < la plus grande puissance de b contenue dans a » { 

'2. a-£N,X& O- nip(6,a)^=0 *^ 

•3. a£N,X& O- iïip(M)^N, ►t 



4- N, X / h --Ï ^ < num max min Dvt mit Np mp 

•4. <?£N, . D(&/;) =1 O- inp(^j^) = nip(^, ^) 

•5. aeNjXfe •=: ^cNp . "^x . mp(;r,?>)^mp{,r,a). 

•6. 7)i8N^ .^z. a£N,"'.=:a?£Np . ]3'^ •i^P(^?^)^NoX^>^^ 

•7. oreNp .3- mp[.r, Dvr(a,î>)]=:min[mp(^,a), mp(;r,&)] 

•8. a;£Np .3- nip[ir, mlt(a,b)J = max Lmp(a7,a} , mp(a7,fi)] 

351-1. z^eCls'No . hsN^îu . num^« ^N, .3 

2J{h,ii) = 7X3\f8(ufl"'numu)rcp ."^f . x=: 2L{hfj 1— numw)] Df 
•2. Hyp P-1 .3 n{h,u) = {n\2:)Df'\ Df 

•3. ««eCls^No . he N/w . num[^^^ x3{fix--=0)] fN, .3- 

2:{Ii,u) = jLlh, ur^œ3{hX'=0)] Df 

.4. =1) 

=1)] Df 



n{h,it) = n[ 

2. oeN^+l .3 

M . a= /I t [ ^^ inp(a?,a)] |a^, Np j 
•2. num(N, « a/N,) = i7| [mp(a7,a)+l] [or, Np j 
•3. num[(a7;?/)3(a7,.?/£N, . œj/ = a . D02?,y) = 1 . a:<;y)] = 
a|^[num(Np^/N,)— 1] 
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< 



Nj — num Dvr <P 
3-i. aeNj .3 0a = numî l-a^^3[D(^,«)=l] j Df ^ 

•2. *1 =1 . *2 =1 . $3 =2 ... -3. $a£ N, ^ 

Note. Le symbole a été introduit par G au s s, a. 1801, Werke, t.l p. 30. <■ 

H X / h -2: // Dvr Np mp 

4. a,6£Ni .3 
•i. aaNp .3- *a = a— 1 

•2. . /??£N, O- * ^^'^^ = a*^"'(rt— 1) 

•3. D(a,6)=l .3. <I>{ab) = {<Pal4>b) ^ 

•4. D(a,&)=rl .3. (af^*6)— l£&N, ^ 

{ •1--4. EuLER, Novi Comm. Acad. Se. Petr. a. 1741 : 
p. 85... Quoniam hic quacstio est de nuineris, qui ad quempiam nume- 
rum sint primi, eoque minores, eos commode pointes ad istuvi numerum 
primas appellare licebit. 

... Si numerus propositus fuerit primus =/?, numerus partium ad eum- 
primarum est =p — 1 . 

Si numerus propositus sit potestas quaccumque numeri primi = p» , nu- 
merus partium ad eum primarum erit =/>»»-i (p—1). 

p. 86. Theor I, Si sint A et B numeri in ter se primi, et numerus partium 
ad A primarum sit =a, numerus vero partium ad B primarum sit =6/ tum 
numerus partium ad productum AB primarum erit =a6. 

p. 103... Proposito ergo numéro quocumque N, cuius partium ad ipsum 
primarum numerus sit =:n, quicumque numerus ad N primus pro x capiatur,. 
formula x^ — 1 semper erit per numerum N divisibilis. | < 

•5. -2;(<P, Nj« a/NJ =a ^ [Gauss, id., p.31: 

" Si a, a' a" etc. sunt omnes divisores ipsius A (unitate et ipso A non 
excluais), erit <Pa+*a4-^"+ctc.=^ | < 

•6. oeNj .3 ^a = 2:\ [a;fXmp(a?,a)— l)xOr— l)]|;r, Np<yi/N j, 
j EuLER, id. p. 88 : 
Existentibus scilicet J9, q, r, s etc. numcris primis, omnis numerus Niik 
huiusmodi forma 

comprehendetur ; unde numerus partium ad N primarum erit : 

p^-i(p— l).Çi"-i(g— l).?^-i(r— l).sf-i(s— 1) j < 



n r > ijj 
380. X e r r). 

•1. Eo? = max[n ^■y3{y^x)] J){< 

\ * z= € Entier de œ * \ < 

Note. La notation Ex a été introduite par Le gendre, Théorie des nombres, 

II édition, p. 8, a. 1808 < 



+ N, — nX/Rrf^^> max ! quot Np mp E 

•2. œen .'^.Eœ = œ 
•3. 0<a?— Rr<l 



< 
< 
< 
< 

< 



•4. a? -£ n r). Ex -4- E{—x) = —1 
•5. xen .3 Ex-^F{—x) = 
•6. x—Ex<: /2 .3 E(2.i7)— 2Rr = 
•7. x—Ea^/2 3. E(2a?)— 2Eâ7 =: 1 

}PM--7, Gauss, a. 1808, Werke, t. 2 pag. 6j 
•8. EExz=Ex 

1. x.yer r). 
•i. Eix+yJ^Ex-hEy 
•2. 2/£n.3E(â?-4-.y) = Ec'r + y 
•3. x>y .3 Ea;^Ey 
•4. X sB. . a e^i .'^.E{x/a) = E\{Ex)/a\ 
•5. Ea:y = E(a?y) 

2. a £ n . 6 £ N, .3 quot(a, &) = E(a/6) 
-3. peNp . a£N, 3. mp(p, a!) = ^ { [E(a/p^ )] |r, N, { 

= E(a/p)+-E(a/p^-^' < 

I Legendre a. 18;)0, TA. rf^s ;io>;/&. III éd. t. 1, pag. 11 j 



< 
< 
< 




r — E 
390. iC,yer .3 

■1. Ox = X — Ea; 

{ » = «partie fractionnai 

N, + N. - n X , 
•2. (^0a<l 
•3. 0(a?+y)^0a?-h0y 
••t. a? -e n .3 0a? H- e(_a;) = 
•S. ar e n .3. 0d?+0(-a.) ~ q 
•6. a e N, .3 ^acc) — «xEar-f- 
•7. E0a7 = O.0Ea; = o.00i»: 

1. a^£R.aeN.3^{fE(a?+,.^ 

j Hermite a. 1886, Acta 

2. a? e r . a e N, . -a [a;X(l-a)] « r 

3. a'fir.aeN,.-a[a?x(l-a)]'^i 

Ea'+E(2a;) +...-»-E(aà?>+-E(l 

=àEJiax) 

4- a,be N, ..IX2a-f-l, 26h-1)=i • 

-T,* {E r(2a+l)/(26+i)] |/- -|- i 

|P3-4, Gauss, a. 1808, "V^ 

5. «'fir3Ear = ^|[E(a;/2'H 

» =E(.V2+/2)-hE 

I Cesàbo, a. 1885. Excur 
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Cette table contient tous les symboles de Logique et d'Arithmétique, et 
toutes les abréviations qu'on rencontre dans le § 2, ordonnés selon la forme 
typographique. Tout signe est suivi du mot du langage ordinaire, qui a 
une signification approchée, et par lequel on peut lire le signe. 

Signes de forme spéciale, 

,()[]! j « Points et parenthèses » . §1 P3. 

, Pli. Quelque fois elle a la valeur du ; 

; indique le couple P70. 

3 « on déduit », entre deux propositions, P5, P15. 
« est contenu » , entre deux classes, P12. 

i= « est égal ». Il figure dans les définitions P7,7'; ou entre deux classes, 
P16 ; ou deux propositions, P17, 18 ; ou deux individus P80. 

^ « et » . Signe de la multiplication logique ; on le place entre deux pro- 
positions, P6, ou entre deux classes, P14. 

sj « ou ». Signe de Taddition logique; on le trouve toujours entre deux 
classes, P201, ou deux propositions P202. *^ 

- « non ». Il précède une proposition, PlOO, ou un signe de relation 

fi, = , PlOl, 102, ou une classe P103. 
I « inverse » ou « à la place de ». P511, 512. 

O 1 2, 3 8 9 X « chiffres ». La dernière signifie « dix ». POOll 010. 

+ « plus » . Si GfiNo, a+ signifie « le successif de a » §2 POOl'3. a-fô indique 

la somme de a et de 6, POlll-2, 025 034 0612, ... 

— « moins ». P021, 024, 036-6, 067-1, ... 

X « multiplié par ». P041-0 048-1 061-3 1031, ... 

/ « divisé par » ou « le réciproque de ». P050-1, 061-4, ... 

[^ € élevé à » P080-0 090-0 096-0 098, ... 

a'"b « les entiers de a à 6 ». §2 PlOO. 

... € etc. » PlOO-2 101-22 121-22. 

> < 5 â P150-1-2 151-7-8 153 161-1. 

00 « infini » P203-1. 

1 « factorielle » P240. 



Lettres grecque 

£ « est un » §1 P2, 11. 

9 « qui » P13. 

Ô « la partie fractionnaire de » §2 P390. 

t « égal » §1 P420. 

j « le • P430. 

n c produit ^ §2 P121-0 •21-23. Voir 2. 

S € somme » définition de I (f, 0" m), où. 
No. PlOl-01'02; de 2" [f, m-' (m + n)] 
où u est une classe de N^, P351*l-3. 

^ P3531. 

Lettres latines* 

a. « an >, dans les citations. 

C, ou Cmb « combinaison » P241-1. 
Cfr. « Confrontez ». 

Cls « Classe » §1 PI. 

Cls* « classe de » P450. 

Cmp « composer », règle de logique. P27. 

Cont. « continuation de la série des formule 

D, ou Dvr, « le plus grand commun diviseu 
Dem < démonstration ». 

Df « définition » P7, 7'. 
Df? « définition possible » P7" 
E « entier do » §2 P380. 
a « existent » §1 P400. 
Elim « éliminer », règle de logique, P405. 
Export « exporter », règle de logique, P72. 
f , j « fonction » P500, 501. 
F, € Formulaire t. I. ». 
Hyp, ou Hp, « Hypothèse » . 
Import « importer » règle de logique, §1 P 
. Induct « loi d*inductîon » §2 P002-5. 
infti « un infini » P210-2. 
m, ou mit « le plus petit multiple commun 
max < le maximum des » P220*l. 
min « le minimum des » P220'l'. 
mod « le module de » P190. 
mp € la plus grande puissance » P350. 
No « nombre » POOl-2. 
N^ « nombre positif » P020. 
n « nombre entier » P030. 
Ne* « le nombre cardinal de » P210. 
num « le nombre des » P200. 




Np « nombre premier » P330. 

P « proposition ». 

Pp « proposition primitive ». 

p. « page ». 

quot « le quotient de » P300. 

R « nombre rationnel positif » P060. 

r « nombre rationnel » P071. 

rcp « réciproque » §1 P530. 



reat « le rest de » 
8gn « le signe de 



§2 P302. 

> P195. 

Sim « semblable » §1 P520. 

Simpl « simplifier » règle de raisonnement. P24. 
Syll « syllogisme », règle de raisonnement, P26. 
t. « tome ». 
Ths « thèse ». 
Transp « transporter », règle de logique, P109. 
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PRÉFACE 

Ce fascicule, F,N3 (Formulaire t.2 N** 3), contient les princi- 
pales propositions jusqu'à présent exprimées par les symboles 
idéographiques. 

Il est divisé en §§. Chaque § a pour titre un signe idéo- 
graphique. Ces signes se suivent dans un ordre tel que tout 
signe résulte défini par les précédents (à Texception des idées 
primitives). 

Un § quelconque contient les propositions qu'on exprime 
par le signe du § et par les précédents. Ces derniers servent 
à classer les propositions d'un §. 

Toute proposition est indiquée par un nombre qui a une 
partie entière et une décimale, dans le but de faciliter l'inter- 
polation. 

Le signe ^ indique le changement de la partie entière. 

En conséquence, on trouvera ici la place d'une proposition, 
déjà écrite en symboles, à peu près comme on trouve la place 
d'un mot dans un dictionnaire. 

Cette disposition, déjà appliquée partiellement dans les pu- 
blications précédentes, et suivie ici avec. plus de rigueur, s'est 
montrée utile non seulement pour trouver mécaniquement les 
propositions, mais aussi pour les classifler dans un ordre lo- 
gique, non inférieur à ceux qui sont suivis dans les traités. 
Voir RdM. t.6 p.75. 

La loi que tout signe soit défini par les précédents, ne suffit 
pas pour en fixer complètement l'ordre. P. ex. après le signe 
+ de l'addition, on peut définir indifféremment chacun des 
signes —, X, Ij >, Num. 

La disposition adoptée permet de lire facilement le Formul. 
dans tout ordre logique. P. ex. après le §+ on peut lire le §x, 
jusqu'au point où l'on rencontre le signe X combiné avec le — . 

Les §§1-15 contiennent les définitions et les propriétés des 
symboles de Logique mathématique, adoptés dans les parties 
suivantes. Ils sont extraits de F,N1, en supprimant les théories 
non nécessaires dans ce qui suit (quelle que soit leur impor- 
tance), et en ajoutant les §§8-15, où l'on explique des notation^ 
utiles dans les applications. 



p. 65. Les fautes typographiques remarquées dans F^2 ne sont 
pas nombreuses. Ces additions sont en général des propositions 
nouvelles, ou des perfectionnements des anciennes. 

MM. C. BuRALi-FoRTi, F. Castellano, m. Chini, a. Padoa, 
6. Vacca, g. Vailati, G. Vivanti, et plusieurs autres cités 
dans les publications précédentes, ont contribué à la réduction 
en symboles de ces théories dans leurs éditions successives. 

Dans les théories des limites et des séries, §lim, nous avons 
profité des travaux publiés par MM. R. Bettazzi et F. Giudice 
dans F,N7 et F,N8. 

Les autres parties sont en général réduites ici en symboles 
pour la première fois. 

Dans la forme des symboles nous avons suivi Tusage com- 
mun, lorsque nous l'avons pu faire, et nous en écartant le 
moins possible dans les autres cas. Car jusqu'à présent dans 
aucune publication on a dû coordonner un si grand nombre 
de symboles, de façon à empocher toute ambiguïté. 

Les symboles qu'on rencontre ici sont moins nombreux que 
les différents noms qu'on rencontre dans les théories traitées 
dans le langage ordinaire. Car après avoir introduit un signe 
pour indiquer l' idée principale d'une théorie, nous indiquerons 
par des combinaisons de signes, selon des lois fixes, toutes les 
idées dérivées. Voir p. ex. §^ et §vct. 

Pendant la composition de ce fascicule MM. Padoa et Vacca 
ont ajouté des propositions signées '% et <. 

On doit aussi à M. Vacca les citations des manuscrits de 
Leibniz sur la Logique mathématique, qu'il a consultés à Han- 
nover, et la bibliographie générale. Il m'a puissamment aidé dans 
tout ce travail. 

Pour compléter V « Encyclopédie mathématique » des propo- 
sitions réduites en symboles, il faut ajouter les théories des 
grandeurs, et des nombres algébriques, dues a MM. Burali-Forti 
et Fano, contenues dans Fi§3, §9, et les théories géométriques 
de M. PiERi, mentionnées dans §vct. 

Nous continuerons à publier dans la RdM les additions au 
Formulaire, pour les insérer dans une nouvelle édition. 

G. Peano. 
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§1 ois £ 5 ^ ; 3 

^ 1. Notations 

a 6 ... 

•i Les lettres ab ... z a .,. désignent des objets quelconques. 

Les lettres variables, daiis le Form., sont toujours en italique. 

Aux signes ayant une signification constante nous donnons une forme 
spéciale: 13 = H — X •••, ou bien nous les indiquons par des lettres grecques 
B i 2j ou par des lettres romaines: Cls Df mod ... 

On rencontre les lettres variables dans Aristote pour roprcsentor les idées 
de Logique (Voir P2-5); elles sont d'un usage commun chez Euclide pour 
indiquer des points, des lignes, des noTnbres, etc. ( Voir §X Pl*3 ). 

Dans ces notes nous dirons qu'une lettre est réelle dans une formule, lorsque 
la valeur de la formule dépend du nom de la lettre; dans le cas contraire la 
lettre est apparenie. Toutes les lettres qui figurent dans un théorème sont 
apparentes. Voir 3 3 1^/- 

• [1 M 

•2 On divise une formule en parties par des parenthèses 

[] î ! o^ P^ï* des points. 

On écrit un point là où l'on fait la division. Si à cette place on a déjà un 
point, on écrira un nouveau point, et ainsi de suite. Si «, 6, c, ... désignent 
des signes quelconques, les groupements: 

a.hc ab.c àb.cd aibc.d ab.cdi^.fgr.hk.l 

seront identiques à 

a(bc) {ab)c (ab){cd) a[{bc)d] ' \[{ab){cd)][e{fg)]][{hk)l] 

Nous donnons la préférence aux parenthèses dans les formules algébriques 
et dans les îormules composées comme Jes algébriques, et aux points pour 
séparer les propositions partielles d'un théorème; car dans ce cas les pa- 
renthèses seraient absolument incombrantes. 

Le^ parenthèses et les points sont des signes de l'écriture commune. Chez 
plusieurs A. les parenthèses ont aussi d'autres significations. Girard a.l629 
s'en sert pour indiquer l'élévation aux puissances (Voir §Q P17n). 

Pendant longtemps on a indiqué le groupement des parties d'une for- 
mule par une barre horizontale supérieure ou inférieure, dite vinculum 
(Chuquet, Leibniz, ...). Selon cette convention les groupements précédents 
seront indiqués par 

abc abc abcd abcd abcdefghkl 



Cette convention, très claire, présente quelque difficulté typographique. 
Elle ne âe rencontre plus aujourd'hui que dans les fractions et les racines. 

Sur le nombre des décompositions de la suite de n lettres, voir Fo§10. 

Plusieurs conventions ont pour but de supprimer des divisions: §= P3-0, 4*1, 
§v> P30, §- P3-4; §3 P2-4, §+ P4-7, §X P30102. 

Pour les faire mieux ressortir, nous donnerons aux signes des dimensions 
différentes, et nous nous aiderons des espaces typographiques. 

Cls 

•3 " Cls '' signifie " classe ". 

Ce symbole a la forme K dans F„ F,N1, et dans les travaux de plusieurs 
Auteurs. Il a la valeur du mot ** dgoç " d'Aristote, ** terminus *' des scolas- 
tiques; et correspond au.ssi à ** idée générale, nom commun, ...** du langage 
ordinaire, et aux expressions *^ ensemble, Menge " des mathématiciens. 

Quelques classes importantes sont désignées dans le Formul. par des si- 
gnes qu'on doit regarder comme simples; p. ex.: 

Cls No Ni n R Ro r Np ^ Q Qo q ^ © q' pnt vct 
(Voir la table des signes). Les autres classes sont indiquées par des combi- 
naisons de signes. 

Leibniz prend pour exemples les classes de points, ou figures; elles 
%ùnt des segments de droite dans PhilS. t. 7, p. 229, 236, ... et des cercles 
dans ses manuscrits conservés à la bibliothèque de Hannover, Philosophie, 
t. 7 fasc. B.4. fol. 1-3, et non encore publiés. 

Ces figures ont été aussi adoptées par Euler, a. 1768, et par d'autres. 



•4 Soit a une Cls; osea signifie "^ est un a'\ 
Exemples: §+ P21, §Np P5-4. e est la lettre initiale du mot èaxi. 

P signifie ** proposition ". Ce signe n'est pas un symbole de logique, 
ttiais une simple abréviation. 

Soit a une Cls; xsa est une P, et toute P est réductible à cette forme, 
comme nous verrons dans la suite. 

Si l'on considère x comme variable, la P " ocsa " est souvent appelée 
** une condition en x ". 



> 



•5 Soit j? une P contenant un : 
présente " la classe des x qui sat 

On peut lire le signe ? par le mot 
Dans la formule xap, la lettre x est 
Nommons a la classe xap'^ la propoi i 
tante P contenent une lettre x, c'est-à-d 
k la forme xsa, où a est une Cls déte 
On a aussi x»(xfia)=a, xs{x3p):=zp ; i 
des opérations inverses. 
Le signe a??, dans les travaux préc^ : 
Ex.: §quotPl-0 §DvrPl-0 §MedP10 i 



•6 La classe commune aux cl 
arb, ou par ab. 

•61 L'affirmation simultanée d< ! 
quée par prsq^ ou par pq. 

Le signe r> , qu'on peut lire « e^ » , e i 
cation logique, est toujours sous-entent 
Cls de nombres, pour éviter l'ambigu! 

•6î Soit a une Cls; x,y£a qu'o 

xea,r 

La formule œ,y,e8a signifie 

^^ a et y sont des a, 2 est un a ,, , q. 
ainsi de suite quel que soit le nombre 



•7 (a?;y) ou (Xyt/) indique le coupL 

Dans la notation (iP,y), très répand i 
nécessaires, poux ne pas produire des 

On peut les supprimer dans la notât 
v.ileur expliquée par la P-2. 

Toute relation ou condition entre d€i 
forme (x\y)€a, où a est une Cls de coi 

x\y\z indique le système des trois vai 
comme le couple formé par (x;^) et z. 




'8 Soient a et b des Cls; a^b signifie "tout a est &". 

Ex.: §NjP-2, §nP6-2, §RP3'4, §^ P4111, P5-8-81, P151, §NpPl-3, P4-3. 

Aristote a exprimé la relation arjb par une périphrase (Voir P2*5); Leibniz 
par «a est 6», où le mot «est» fonctionne comme un symbole (Voir P2'22); 
Segner a. 1740 et Lambert a. 1765 respectivement par a<6 et a>6; car le 
signe 3 correspond an signe < ou >, ou mieux à :â ou ^, de T Algèbre, 
selon que dans la classe on considère le nombre des individus qui la com- 
posent, ou le nombre des idées qui la déterminent. 

Le signe 3» qu'on peut lire « est contenu » , est une déformation de q, 
lettre initiale renversée du mot « contient ». 

Sur la valeur différente des signes s et 3, voir Fo§16 et RdM t.6 p.97. 

•81 Soient p et q des propositions contenant une variable œ. 
La formule p .]3jc- Qj qu'on peut lire *^ de p on déduit, quel 
que soit x^ la q '% signifie (X3])) ^ (xsq) , c'est-à-dire " les x qui 
satisfont à la condition p satisferont aussi à la g '\ ^ 

Si les F p et q contiennent deux variables .t, y, la déduction 
p O^^y- 9 signifie (oc;y)3j) 3 (x;y)3q 

" tout système (x;y) qui satisfait à la condition p est aussi une 
solution de la condition q. 

Et ainsi de suite pour un plus grand nombre de variables. 

On sous-entend les indices au signe ^, lorsqu'il n'y a pas 
d' ambiguïté à craindre. 

pq'^r signifie (pq) ^ r, et p '^ qr signifie p ^ (gr). 

P O î ^^ pZ)'Q signifient p .^. q, 

Ex.: §+ P2-2, §|VPU, §>P10, §Np P41-2-5, P5-5-7, P71, P8-1--4, P12-3. 

Dans la formule p'Dq, p s'appelle Hypothèse, abrégé en Hyp ou Hp, 
et q la thèse, abrégé en Ths. 

, Les lettres qui, exprimées ou sous-entendues, figurent comme indices au 
signe 3 sont réelles dans l'Hyp et dans la Ths; elles sont apparentes dans la 
déduction. 

On sous-entend les indices à 3» loi'squ'il est le seul signe de déduction; 
ou lorsqu* il représente la déduction principale, qui porte le plus g'rand 
nombre de points à ses côtés; ou si le théorème a la forme p'DiçZD''')' 
Les indices sous-entendus sont toutes le^ variables réelles contenues 
dans l'Hyp. Voir aussi §= P3-6. 

Quelquefois, dans les démonstrations, le signe 3 'ic deux théorèmes, 
et ne porte pas d'indices. Il est alors une abréviation du mot «on déduit». 
Cette abréviation se rencontre sous la forme -.' dans Pel 1 (v. RdM t.6 p. 123), 
et sous la forme q dans A bel t.l p. 36. 
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Avec les symboles précédents nous pouvoni 
ne doit être ajouté par le langage ordinaire. 

Toutes les P du Form. sont classifiées selon 
qui les composent. 

Une P sera cl n ksi fiât* tmus le signe (^)j bien 
quVil Bô prèHcnte kou« la forme (,). 

Leâ P de Logiques rf^pr^seiitent des fornu^s c 
les plus il il portantes acrmit inditjtUM^H par un i 

ou les lettres en italù/u^ août sous-entenduea, 
leur numéro : 

P2 21-22 -4 -6 



Il — — a'^aa 

22 .^. nh ^b 



Di 



) LeiisniZj Spedîiion ealciili iiniversal 
• a est a * ^ ab est a » ^ «/> vat b^ ^\ 

N'été. Tjr fonne de raîsonncnif^nt exprinK!*e pa 

* divïsîo > par TvcibrÛK^ '■ stîniplifiL'ntîoii ^ dniïî* 

* décomposition * car elle eët rinverHc do la îmn 
par Leibniz. 

'31 — » n'^b . xsa .3 ^^^^^ 

':j2 .3- "D ^^^> 

î Leihniz, Id. p.i?JL^ 

* D i veraa p rainl Icnti i 1 1 u 1 1 il m eonj ungi [ kjî^s ui 
itemque aliunde conattvt g eswe r, potcrit dicï a 1 

■5 a^b^CE Cls . ^O'^ ■ 'O*^ O' ^D^ 
t AristoteleSj Àïfiihjltra Prlora, lib 
^ Et ih A Hazà Jiurrbç tov B^ ^a\ t^ 
àyâyxfi t6 ^4 ;«aTa jraFrè^ toi' F xut 7jyoQdo6 

j Leibniz Mss. Phtlomphh vrB 4 fo 

Nota r aut fox ej*^. tVd sivo die. Si fFd ^ 




Une relation xay entre deux objets x et y est transitive, si de xay jet 
yaz on déduit xay. Sont transitives les relations =, <, ^, (est multiple 
de),... Le Syll dit que la relation 3 ^^ transitive. 

La relation e ne l'est pas. Supposons en effet xsy.yaz. Pour que xsy ait 
un sens, y doit être une Cls; et en conséquence z doit être une Cls, 
dont la Cls y est un individu; z doit être une Cls de Cls-, ysz exprime une 
propriété de la classe y. Or la propriété z d'une Cls n*est pas en général 
une propriété des individus de la Cls. Selon la nomenclature des Logiciens, 
fi a le sens composé (sensus compositi), et 3 le sens divisé (sensus divisi). 
P. ex. de 

le (Nombre premier) 
et (Nombre premier) s (Classe d'un nombre infini de nombres), 
on ne peut pas tirer de conséquence. 

'6 a,b,ce Cls .^. dbc ^ a . àbc 3^ . abc "^ 

•61 . a'^b .3 ^ D^ 

•62 . a'^b .3 cœZ^bc 

•63 . b'^c .3 àb'^ac 

\ Leibniz, Id. p.222 : 

«Si 6 est c, tune ah erit oc. Quod ita demonstratur : àb est 6, h est c, 
orgo àb est c, per regulam consequentiarum primam. ah est c, ab est a, ergo 
ab est oc per demonstrata supra. » | 

•7 afijCyde Cls . a]3& • rfZ)<? O- (^Z^bc 
t Leibniz, Id. p.223: 

« Si a est 5, et d est c, tune ad erit 6c. Hoc est praeclarum theorema, quod 
demonstratur hoc modo: 
a est 6, ergo ad ei&t hd per priora, 
rf est c, ergo M est 6c rursus per priora, 
ad est hd, et 6d est 6c, ergo ad qsi bc. Quod erat demonstrandum. » ! 

•71 ,àr)bd. b'^c .3 «3 î Leibniz Id. p.218 j 

•72 . ary? . a3 • ft<^D^ O- ^D^ 

•73 . a^b . b^c . O^ O- O^ 

'Il . a'^b . a^c . a^d .3- ^3 ^^^ 

•73 . aft 3^ • ^^ D^ 3- ^^^ Z)^ 

•76 . O^ • ^^ D<^ O- «^ D^ 



/^î^r^: 
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^ 3. Cls £ o 



•1 afifCs Cls : xea ..(x]j/)eb .3^>y- (^;'/)£<^ O-*- 

•^^^ Oo:- (^;.V)^^ Oi/ • (^;.V)^^ I Export j 

On exporte une partie de THyp par la règle suivante: 
Considérons une condition contenant une variable ac, que nous écrirons 
sous la fonne xea, où a est une Cls; et deux conditions contenant ^eux 
variables x et y, que nous écrirons sous la forme {X]y)8b et (x]y)êc , où b 
et c sont des Cls de couples. Alors dans la déduction 

xea . (a?;y>6 .3c,y. (3c;y)«c 
on peut séparer les deux indices au signe 3 ©n écrivant 1 

xea .3c : (cc;y)fi6 .Z)y . (5c;y)£C 
Cette transformation sera utile si Ton peut simplifier la nouvelle Ths. 
Ex. dans les Dém. des §RP21 §APl-2 §LmPl-4 

•2 afifCe Cls .-. œea -3^^: {x;y)£b r)y. (x;y)£c .-.3 

x£a . {x;y)£b r^x.y. {x\y)£C \ Import | 

** Importer " signifie faire l'opération inverse de ** exporter ". 

Les P précédentes sont en général évidentes. 

La démonstration d'une P de logique n'a pas, en général, pour but de 
nous assurer de sa vérité,* mais bien de réduire ce mode de raisonnement 
à d'autres plus simples, que. nous ne pouvons plus décomposer, et que nous 
appelons Pp ( propositions primitives ). 

Leibniz a exprimé par le langage ordinaire plusieurs démonstrations ; 
dans Schrôder, Algébra der Ijogtk a. 1890 on en trouvera un grand nombre. 

Des systèmes de Pp et de démonstrations symboliques, ou des remarques 
relatives, sont contenus dans F^I, FjNl, RdM, et 

M. Burali-Forti, Logica matematica, Milano a.l894. 

A. Padoa^ Conférence sur la Ijogique mathématique^ Bruxelles a. 1898. 

L. Couturat, Im logique mathématique de M, Peario. Revue de Méta- 
physique et de Morale, a. 1899 p.6l6. 

Il serait intéressant de coordonner ces théories. 

Nous appliquerons les formes Dcmp, Cmp, Syll même lorsque a, 6, c sont 
des propositions. On peut unir à une Hyp des P vraies, dans l'ordre qu'il 
nous plaît, sans changer la valeur de l'Hyp. 

Une autre forme de raisonnement, très commune, consiste à remplacer 
dans une proposition vraie P, de la forme ^3*,y---Ç> les lettres variables 
œ, y,.,, par les expressions constantes ou variables a, &,...; on désigne 
par (a,6,...)|(ac,y,...)P la nouvelle P (Voir §| ). Elle est aussi vraie. Si après 
cette substitution l'Hyp ne contient plus de lettres variables, et si elle est 
vraie, on la supprime, et l'on afiSrme la vérité de la Ths. 
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§2 = 

(V=^y signifie " x est égal à y ". 

Le signe d'égalité a la forme or ou œ, déformation de la lettre initiale 
de œqualis, de Viète à Leibniz ; la forme =, qu'on rencontre dans 
Record a.l552, adoptée par Wallis et Newton, est devenue ensuite 
d'usage universel. 

Parmi les égalités il y a les définitions. 

Supposons ordonnés les signes qui représentent les idées d'une science. 
La définition symbolique d'un signe simple a; a la forme 

X = (expression composée par les signes précédents) Df 

Ex: Df des chiffres §X, de N,, n, R, r, Np, i^, Sgm, oo, Q, q, e, C, I, q', n ... 

Si l'on définit une expression contenant des lettres variables, et s'il faut 
d'abord limiter la signification des lettres, la Df a une Hyp. 

Ex. La somme a+ô est d'abord définie dans l'Hp o,ôfXo, ensuite qu'ils 
soient des n, R, r, Q, q, ... 

Ont aussi une Hp les Df de — X / ^ > -2" 77 ! mod max quot rest Dvr 
mit Cmb mp ^ Log E X lim sin D J ... 

Df?, qu'on peut lire ** définition possible" marque les égalité-s qui ont 
quelques propriét<fîS des Df . 

Ex: §4- P41-2, §Na P'5, §X P02 03 §r P2-5-9 ... 

Les Pl'l— -81 du §1 ne sont pas des Df (définitions symboliques), car elles 
ne sont pas écrites en symboles. 

Les idées, dont la Df symbolique fait défaut, s'appellent « idées primi- 
tives ». Si l'on change l'ordre dos idées d'une science, une P qui jouait 
le rôle de Df peut se transformer en une Df ?; une idée, qui était primi- 
tive relativement au premier ordre, peut è:re définie, et réciproquement. 

Nous rencontrons trois idées priniitiv.vs d ins l'Arithmétique (§4-Pl); et 
trois dans la Géométrie (§vctP10, 20 et V&O). 

Dans la Logique le nombre des idées primitives est plus grand. On en 
trouvera une analyse dans F, NI. 

Les idées priniicivos sont expliquées par lo langage ordinaire, et sont dé- 
terminées par les Pp; celles-ci jouent le rôle de définitions par rapport aux 
idées primitives, mais n'ont pas la forme des Df symboliques. 

M. Burali-Forti, Logica mat/matica a. 1894, a classifié les principales 
formes de Df symboliques. 

Nous mentionnerons les définitions par abstraction, où l'on définit l'éga- 
lité de la môme fon;*tiou de deux variables, sans définir cette fonction 
Ont cette forme les §N'uîn PO, §1' P2-0 §vct P7-3. 

On définit ** par induction " une fonction fx des nombres Nq, lorqu'on 
donne la valeur /"O, et l'on exprime f{X-\-l) en fonction de fx. 

Ex. : §+P41-2, P41-2, §xP10203, §|^Pll-2, §2'P10... 



13 



11 y a aussi des Df où les deux membres sont connus; elles expriment 
la convention, commune aux mathématiciens de notre temps, de représenter 
par le même signe deux objets différents. 

Ex.: §-P2-4, §/P2-2, §qn Pl-2, §SubstPl-3, §vctP3-l, ... 

Quelquefois on définit un signe dans un cas particulier, et ensuite on le 
généralise. La nouvelle Df doit être d'accord avec la Df ancienne, que nous 
citerons par un « Cfr. » (confrontez). 

Ex. : §Sub8t P40. 

Dans le langage ordinaire on appelle quelquefois définition une propo- 
sition qui n'a pas la forme des définitions symboliques. Quelques A. p. ex. 
appellent définitions les Pp. 



¥è 2. 

•3 



D = 



œ=y r^. y=oo 
00=1/ . t/=z r^, x=z 



m 3. 

aybyCe Cls .3 



Cls e ^ 3 = 

ab = arb : abc = {àb)c : 

ab =^c .=. {ab)=c : a= bc .=. a={bc) : 

ab'^c.=.{ab)'^ : a^bc ,=^, aTypc) : 

xeab .=. xe{ab) : 

a =b =c .=. a= b . b= c : 

oZ^b'Dc .=. a2>b . b'^c Df 

La première convention permet de sous-entendre le signe r>. Les suivantes 
ont pour but de supprimer des parenthèses. La dernière se rencontre dans 
les démonstrations. 

•i ae Cls ry. x,ysa .=. xea . yea Df 

Elle est l'expression symbolique de la convention §1 PI '62. 

•2 ape Cls ry, xe ab .=. xea . xeb Df ? , j Distrib(£,^) j 

Cette P établit la liaison entre la multiplication logique des classes et 
celle des P, expliquées par §1 Pl'6-61. 

Soient xay et x§y deux fonctions de 5C,y. L'opération a est dite distribu- 
tive par rapport à la ^, si l'on a 

xalyfiz) z= (xay)fi{xaz) jDistrib (a,/9)| 

Le signe à droite indique le théorème qui exprime cette propriété. 

P. ex. la §X PI '2 exprime la distributivité de X par rapport à +. 

L'opération f, dont le résultat est une P, est donc distributive par rap- 
port à ^. . 



•3 a,be Cls .^z. a^h .=: xea r^^: xeb Dl? 

Cette P relie les deux fonctions du signe D entre Cls et entre P, expliquées 
par §1 Pl-8-81. 

La proposition universelle affirmative « tout a est 6 » est équivalente à la 
déduction : 

de l'Hp. xfa, on déduit par rapport à x, xib, 

•4 a,b£ Cls Q: a=h .=. oTJb .b'^a Df? 

j Leibniz, Id. p.225 : 

«Si a est 6, et b est a, tune a et 6 dicuntur esse idem.» j 
Ex. de l'égalité de deux classes: §n P6-1. 

'41 aeCls .3- ci=aa 

{Leibniz PhilS. t.7 p.224: 

«Repetitîo ejusdem literae in eodem termino est inutilis.. 
Id. Mss. Phil VII p.3: ^AAœA*\ 

'42 a,teCls .3. ab = ba j Comm^ j 

Soit xay une fonction de x et y. L'opération a est dite commutative si 

Ton a xay = yax \ Comm a | , 

La P'42 exprime la commutativité de l'opération rs. 

I Leibniz PhilS. t.7 p.224 : 

« Transpositio literarum in eodem termino nihil mutât, ut ab coîncidit 
cum &a, seu animal rationale et rationale animal. » 
Id. Mss. PhiL VI1B2 p.3 : ^^ABœBA^^l 

•43 a fbfCe Cls r^: a{bc) = {ab)c =-. abc \ Assoc^ j 

} BooLE a. 1854 j 
On dit que l'opération a est associative, si 

(xay)az =: xa{yaz) | Assoc a j 

L'opération n est associative. 

'5 afieCls r).\ œea .=:^. œeb :=: a^=zb Df? 

Nous dirons donc que les deux conditions xsa et xeb sont par rapport à 
X équivalentes, si les classes a et h des x qui satisfont à ces conditions 
sont égales. On sous-entend l'indice au signe = lorsqu'il n'y a pas d'am- 
biguïté a craindre, comme pour le signe 3» §1 PI '81. 

Dans la formule xea. =ix .xsb, la lettre x est apparente. 

Ex.: §— Pl-3 §n P3-6 §/Pl-3 §R P6-6 P141 §r P101--3,-5--8 §Np P12-32. 

Dans ces exemples l'indice au signe = est toujours sous-entendu. 

'6 a,6,<?£Cls .3- • ocea r^^: œsb r^. œec .\=: ab'^c Df? 

La proposition «de la condition xsa on déduit que de la condition xeb 
on déduit xec» est équivalente A «de xea et xeb on déduit xec» ou à 
«063^»' Dans la formule xea .3x : xeb .3- ^^^i le premier 3 porte l'ii:- 
dice x qui peut être sous-entendu; le deuxième ne porte pas d'indice. 



> 



- 



De ces deux formes de la même proposition, h 
lorsqu'il s'agit d'une proposition seule; mais la 
losqu'on a une longue suite de propositions qu 
alors on peut mettre en évidence cette Hp, et !'« 

Ex.: §RP2-6-7 P11-2--4. 

•7 afiyCe Cls r^: : œea r^/. xeh .=. œec / 

Ex.: §+P2-32, P4-51, §RP21-3-4-5, Plll ... 

•8 a,&£Cls .3- ctZ^b .=. a:=ab 

{ Leibniz, Id. p.214: «Omne A est B id 
•81 ajb,csC\s .3- ^Z) ^^ •=• ciZ)b.a^c 

}MC COLL, a.l878 p.l8: «(a;: A)(x:B)( 

•82 a,6,ceCls .3- àb'^c.ac'^h .=. àbi 
•83 a,6,(?,rfeCls . a^b . bc^d . bâT^c .3 
•9 ae Cls . xea . y=x J^. y sa 
•91 (c=y .=: aeCls . œea .^a- y^^ 

j Leibniz, Id. p.219 : « Eadem sunt 

locum substitui potest, salva veritate. » | 
L'égalité x=y signifie « toute classe qui contiei 

ou « toute propriété de x est une propriété de y » ; 

position xsa, qui contient x, n'est pas altérée si 
Voir Burali-Forti: Sur l'égalité et sur Vinh 

rivés dans la science^ Enseignement math. a. 1889 

♦ 4. Cls e ^ ; 3 = 

•i {x',y\z) = [{œ;y);z] 
•2 {x;y) = {a;b) .=. œ=za . y=b 
•3 a,b,ce Cls .3* • 
œea .'^xi (x]y)£b T^y. (x\y)ec .*.=: xea . {x 

^|& 5. Cls £ 3 ^ 3 = 

•| a£ Cls .3 ^^coea) =a 

•2 a,68 Cls .3- ^ï^ = oo3{xea . a?£6) I 
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§3 w 

^ l'I Soient a et b des Cls; au6 indique la classe des objets 
qui appartiennent à Tune, au moins, des classes a et b. 

'2 Soient p et q des P; puç signifie «Tune, au moins, de 
ces P est vraie » . 

On peut lire «ou» le signe v^; cette opération s'appelle addition logique. 

Ex. de la somme de Cls : §Np P21 ... ; de P : §X Pl-5 §Np Pl-2 ... 

Leibniz a indiqué l'opération v^ d'abord parle signe + (p.229); ensuite 
(p.237) par le même signe dans un cercle. Nous ne pouvons pas représenter 
par un même signe les additions logique et arithmétique, sans produfre des 
ambiguïtés. Voir §+P5. 

On peut considérer le signe v^ comme une déformation de v, lettre initiale 
de «vel», aussi employée par Leibniz pour le même but. Mais dans le^ 
« Arithmetices principia, a.l889 », qui contient la première théorie réduite 
en symboles, j'ai fixé la forme dos signes de Logique de façon à éviter 
toute confusion. 

D'autres A. on rencontré des opérations semblables. Voir FjNl p. 42. 



¥è 2. 

a jbyC, de Cls .3. 

M 
•2 
•3 
•i 



Cls £ ^ 3 w 



aj) s Cls 

aTJaJ) j Leibniz PhilS, t. 7 p.240 : 

a^ô .3 ^^ Z) ^ 

«Si -4 est in M, et B est in Ny erit A-\-B in M-{-N. »! 

a^ . b3^ .3 ^ Z)^ î Leibniz Id. p.232 : 

« Si ^ est in C et B est in C etiam A-^B erit in C » | 



t N est in A ( +,) N » j 

[Leibniz Idrp.239 j 
! Leibniz Id. p.232 : 



« 3. 



Cls f ^ 3 = 



a,b,Cyd£ Cls r^: 

•0 abuc ^ {ab)sjc : aube ^ a>j{bc) : asjlT^c .=. {aJb)'Z)c : ary>,jc .=. a^yp^jc) : 
asA>c = ipJbyjc : ccf av^6 .=. xs{asjb) Df 

•1 aya = a ) Leibniz Id. p.230 : 

«Si idem secum ipso sumatur, nihil constituitur novum, seu A-}-Acx> A, »\ 

•2 aJ) = bM ! Leibniz Id. p.237 j j Comniw j 

•3 (hj)^ = a^(hjc) = {cvj))s/^ \ Assocy j 

•4 b'^a .=. owft =a { Leibniz Id. p.232 : 

«Si 5 est in -4, erit A-\-BqoA ...Si ^4+2? 00 ^4, tune B erit in ^. »| 



•5 a^c .iT^c .=. cuM^c 
•« a(hjc) = ab^éa€ 

I Lambert a.l781 p.33: 

« Will man aber setzen {m'^n)Aj so ist dieî 
j BooLE, Mathematlcal analjjsis o^ 

•7 oosa .y. xsb .=. œe aj) 

Cv'tte P exprime la somme logique de deux 
la P xsayjb, où ne figurent que la somme de d 
quées dans §1 et §2. 

Elle dit que l'opération s est distributive pi 
ne l'est pas. 

Continuation : F,NlP214-243. 

# 4. Cls £ 3 '^ 3 = 

't œ3{ xea .g* xEb ) = aj^ Df ? 



|fbrnw«l, V2 «.3 
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§4 - 

^ Vi Soit a une Cls ; -a indique la Cls des " non a ". 

•2 Soit p une proposition; -p désigne sa négation. 

Ex. de la négation d'une Cls: §NpP10 ; d'une P: §+ P2-4, §NpP10-3. 

Le signe de négation se rencontre dans Leibniz, p. 229, sous la forme 
d'une différence a-6, où la Cls b est contenue dans a. 

^fe 2. Cls e ^ 3 - 

•1 aeCls .3- -^cCls 

Transporter i 



•2 a,be Cls . a'^b .3 -6 3"^ 
•3 a.byCeCla . ab '^c .3- ^^^^ D ■* 
[Leibniz Mss. Phil VIlB 2 fol.l7 : « ^ est Zî ergo non;? est non.l . j 
Nous appelons « transporter » l'application des P*2'3, par l'analogie qu'elles 
présentent avec le transport de^ termes dans une égalité ou inégalité al- 
gébrique. La règle -3 est appelée quelquefois « la lois des inverses ». Nous 
appelons aussi « transporter » les règles P3-7-71-72, et P5-4--6. 

•4 a,6,ceCls . ab'^c . a^b'^c .3 ^Z)^ 

^3. Cls £ '^ 3 = - 

•1 a?-=y .=. '(x=y) Df 

aybfCe Cls r^: -2 x^ea .=. "(xea) Df 

•3 a7,î/-ea .=. oo-ea . y^sa Df | Ex. §Np P6-2--4 | 

•5 rre -a .=. x^a \ Comm{fi,-) j 

On dit qu'une opération a est commutable avec la fi si a^x=^cuc. Cette P 
dit que les opérations s et - sont commutable^. L'opération 3 n'est pas 
commutable avec la -. 

•6 -(-a) =a \ Leibniz Mss. viiB 2 p.3 : « ^ 00 nonponA > t 

j SeGNER a. 1740 : « Si a; ponatur pro non Mangulo, -a; erit triangulutn » | 

•7 a'^b .=. -6^ -a -71 a=b .=. -a = -6 
•72 a& 3^ •=• a^'^'b ! Peirce a.l880 p.35 j 

'73 a'^b .=. O'b'^b -74 ambz=:b-<i .=. a=:6 
•75 (a-6)(? = (ac)-(6c) } Boole a. 1854 p.34j 

•76 ab = ac .=. a^ = a^ j Whitehead a.l898 p.40} 

Cls fi 3 3 = - ^ 4'i aeCls Q. -a = a?3(â>fia) Df? 



§5 a 



^ 1. Soit a une Cls; ara signifie " il y a des a, les a existent ". 
Ex: §4-P2"52, §[^P4-2-*8. Dans F^ et dans plusieurs travaux la proposition 
aa était exprimée sous la forme indirecte rt-=A- ^^ ^ particulière *' quel- 
que a est b " s'exprime, sans conventions nouvelles, par 3 ab. 



* 2. 

a,66Cls.3- 

•3 a'^b .=. 



•1 irea .3- a^ 
a(a6) Df 
a Cls^ C3{a= bc) 



Cls £ ^ ^ 3 = 3 

•2 a^6 . aa .3 ^6 
•41 a ccrb .3. aa.aft 



Df? 



Cls £ 3 ^ ; 3 = 



« 3. 

a,&,c£Cls .3'- 

M {x;y)£a r^x,y, ysb :=: a ;r3r(;r;//)£a] Qy. y£& 
j P*1 = Elim ^ = (éliminer la variable x)\ 

Supposons que dans une déduction : Hyp .3» Ths [1) 

l'Hyp contienne une variable x^ ou un système de variables, qui ne figure 
pas dans la Ths; le signe ZD porte comme indices x et d'autres variables. 
Alors la P (1) est réductible à la forme : 

( S'il y a des x vérifiant l'Hyp ) O. Ths (2) 

où le signe 3 i^e porte plus comme indice x. La transformation de (1) 
en (2) s'appelle «élimination de x » . Dans la nouvelle Hp la lettre x est 
apparente . Dans plusieurs cas on peut la faire disparaître . 

Ex. dans les Dém. de §> Pl-1-2 §ilPl-2. 

•2 a aî3 a y3[(x;y)£a] .=. a y5 a X3[{x',f/)£d\ .=. aa 

Soit une relation ou condition entre les variables x, y, que nous représen- 
tons par (x;y)£a. Alors dans la P ** il y a des x tels qu'il y a de^ y qui véri- 
fient la condition donnée " on peut permuter les deux variables. On peut la 
transformer aussi en *' il y a de couples {x\y) qui satisfont à la condition ". 

•3 a y3[x£a . (x;y)£b] j=x. x£a . a y3\(x\y)£b'\ 

• La P " il y a des y qui vérifient le produit logique d'une condition en 
X et d'une en {x, y) " signifie ** la condition en x est vérifiée, et il y a 
des y qui vérifient la condition en y ". Autrement dit, on peut permuter 
le signe 3^5 avec xsa. 

•4 '3Lar^x3\'3.b^3[{x]y)£c]\ .=. a 6^ y^ja a^w3[(a?;t/)£c]j 
'5 a (x\y)3(x£a . y£b) .=. aa . a6 

" Il y a des couple^i (x, y) qui vérifient le produit logique d* une con- 
dition en X par une condition en y " signifie ** il y a des x qui satisfont 
à la première condition, et des y qui satisfont à la deuxième ". 



\ 



a 21 

^4. Cls fi^ 3 = u a 

afisCls .3 '^ a(aw&) .=. aa.w. a6 | Distrib(a,u) j 

•2 a^) .=. a Clsrs ^i^asjc=b) Df ? 

^5. Cls £ ^ 3 = - a 

•1 a£ Cls r): -aa .=: 6e Cls .3 . a'^b Df? 

•2 -aa .=. a3 -a Df ? 

•3 aybsCls .3 a;3&.=.-a{a-6) Df? 

{Leibniz PhilS. t.7 p.212: Omne A est ii, id est ... ^4 non Z? est non Ens { 

•4 afiyCe Cls . aj) = ayc . -a arb . -a a^ .3 ^^=^ 

•5 afijCjâs Cls . ogb = corf . a=c . -a a6 . -a cd 3- '^^^^ 

{Leibniz Id. p.234: « Si ^+7? œ C+D etAooCy erit i^œi), modo A et /i 
itemque C et D sint i n communicant ia. » } 

•6 afijCjde Cls . aw6 ^ Cyd . c3^ • <0^ • *3^*^ O- ^13^ • ^3^ • "^^^ 

j Hauber, a.l829 §291. j 
•7 aa .=. -a -c= ow-a Df ? 

{ Padoa Co)if. .S7<r Za Log. Math.y Bruxelles, 1898, p.33 j 



3 = t 

•0 10) = y3{i/=œ) { = (égal k x)\ Df 

•01 ye IX .=. y£{tx) : a^ ex .=. a^(tx) : a= ix .=. a=(ix) Df 

Dans quelques cas il est utile de décomposer le signe r= (est égal à), 
dans le signe s (est), et dans un nouve^iu signe i (égal à). Ce signe t est 
l'initiale du mot Tooç. En conséquence ix désigne la classe formée par Tobjet 
ce, et txsjty la classe composée des objets x et y. 

"ix signifie « différent de a? » . 

Ex.: §Ni P-4-5, §r PM-2, Pli, §fv P35, §Q PlOl-4. 

ÏAiH îd^H's T et ijn sont évitlt'iiuiioiit diflV^rentt^^; vtir sî l'on opèm par j^ij 
ri» obtîrtit Ira prnpOiîîtioiiH dilït'iTiitrH t^6.i\ ^ig=t\ 



( is t « D = 



■1 y eu: . — , î/^^.' 




*2 flE Ois .3- ^^^* - 


::=, f-JC 3^1 


[ §- P3-9 O: 


fif Cis , sc£(t , j/i tx *3' i/*'-* 


(1) . Expart .Z).\ 


r/£ CI« , S^ia Oî yf '^' -Dv 


(2j .§^P3'3 .3 


rf£ Cis . ata 0^ '■'' Z)*' 


§=P21.D- 


jr^ f :e 


(41 O: 


fw ciw , (x'zy^ O' ^f *i** ï 


(''3)(50P ] 




3 rt£ cis 3- ''%//£^^ 


.— , U^ylf/'^l 


à ne Cls .3. a*£« ^ 


™. tî t^^i 



Vf« 



to^'^i o. awn 



Df? 
04 

(*) 

(6) 



Df? 
Df? 

(1) 



[ lip . X£a O- a=£ 'îf ■ a?*« O- -^^ {txnt O. y {(a;yyi 
Hp . ye (X . y£« O- •«■£« 
Hp . a (,ix\ra . (2) . Elim 1/ O- >i£'» 
(1)(3)DP] 

•5 af Cls .3>*- '(= t*' •:=; «Eiï : ysa ."^ . .'/=ac 

■31 ix = iy .=. £=11 I a-'Si Padga RdM t.6 p.U7 
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§7 ^ 

ClS g 3 ^ ^ = ^ ? 

•0 os Cls . aa : û7,yfia .3«^>y- ^^*^'=y O' ^= ^^ •=• ^= *^ ^^ 

•Oi : yea r)y. a=ty Q: 

•02 .^y3{a=iy) .3" 

•03 -^ : .=. zsa 

•1 .3- ^^^^ 

•ii e(?a)=a 

} -OS-'ll Padoa RdM t.6 p.ll8 j 

•2 iix = x 

•3 ofiCls . a=^ .3- ^3'^^=^^ A 

Soit a une classe qui contient un seul individu a?. Cela arrive lorsqu'il y a 
des a, et si deux individus de la classe a sont nécessairement égaux. Dans 
ce cas ;a ( ou Ta des travaux précédents ), qu'on peut lire ** le a'\ indique 
l'individu x qui forme la classe a. Sur la forme de la Df P-O voir F,N1 p.50. 

Ex. : §- PIO, §/ PIO P4-2--4, §mod Pli, §max PIO, §1' Pl-O, §LogPl, 
§E Pl-1, §lim PIO, §sin-i Pl-O, §vct P3-1-2-3, ... 



§8 î 

'0 UfV£ Cls .3- (^•^') = (oc;y)3(^£u . yev) Df 

(ttiv) désigne l'ensemble des couples formés par un objet de la classe u avec 
un objet de la classe v ; il faut distinguer ce nouveau signe, de {u\v) qui 
désigne le couple dont les deux éléments sont les classes u et v, 

Ex. : §Num P-7, §lim P191-2, §Dtrm, § / PIM. 
'1 {tœ î ty) = i(œ;y) -2 x;y = i(txi ly) 

•3 ixity = iziU .=. œ]y = z;t 
•4 aybjCyde Cls . aa . a& . a;b = c]d 3- ^-^ = ^-^ 

} -ri Padoa RdM t.6 p.l20 } 
•5 UyVyWeCls .3 {ulviw) = [{uiv)iw] Df 

•6 » » (uiviw) = {x;y'yS)3(xsu . yev . zew) 
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§9 f J 

ClS £ ^ 3 = f J 

^ 1. a,b,C£Cls O-'- 

•0 ue ajb .=: œsa Oo;- ^^ ^^ ^^ 

•Oi w£ &fa .=: ;r£a Ox- ^^^^'^ Df 

-^0^6 .9Mr les fonctions. 

On peut prononcer « fonction » le signe f et « ef » le signe j. 

Ces signes permettent de représenter par les symboles idéographiques les 
idées de « fonction, correspondance, opération, suite, ordre, place, etc. ». 

P-0 ** Soient a et 6 de^ classes. Nous dirons que u est un ajh, lorsque, 
le signe u écrit après un individu quelconque de la classe a produit un ô '* 
(P-01) ** et que u est un Ma, lorsque le signe u écrit en avant d'un a 
produit un b '\ 

P. ex. soit X un N^; ce! (f.ictorielle de x) est un N,,; d >nc ! £ \jSo- I^ est le 
seul exemple de fonction j répandu en Analyse. Dans §20 nous écrirons a+ 
pour indiquer le nombre qui suit a, et Ton a la P2'21 du §-f. Nous attribue- 
rons à +a, — a, /a, les significations « ajouter a», «retrancher a », 
« diviser par a », et Ton a les P4*4, §— Pl-5, §/ Pl*5. 

En général, dans l'usage commun et dans le Form., le signe de fonction 
précède la variable. P. ex. : 

L'opération $ e^t une N^fN^. 

mod, sgn, E, fi, Chf, sin, ... sont des qfq. log e qfQ. etc. 

Une fonction de deux variables est représentée par un signe écrit 
devant le couple des variables. Ex. quot, rest, Cmb, mp s NofCN^tNi) 

Dans d'autres cas on place le signe de fonction entre les deux variables; 
ex. a-\-b, a—b, axb, ajb, a|V>, a-'-b, ct^b, arb, aJb, et les propositions 
a=ô, aZfi, aeb, a^b, ... 

Quelquefois on écrit la variable comme indice à la fonction ; nous 
conviendrons que Ui u^ ... ne diffèrent, que par la forme, de ul w2 ... 

On a aujourd'hui l'habitude d'enfermer la variable entre ( ); mais 
dans la formule u{x) les ( ) n'ont pas la valeur expliquée par §1 PI -2, 
car une lettre seule ne doit pas être enfermée. Elles ne sont pas nécessaire*, 
puisqii'on écrit loga: et non log(a:), /Xx-\-h) et non fCx-\-hy) ; elles ne se 
trouvent pas dans Lagrango, Abel, .... 

Nous considérons les deux: signes f et j, bien qu'an seul soit suffisant. 
Mais nous écrirons les P sous une seule des deux formes. Voir Fq p.24. 

Voici quelques expressions contenant le signe f : 
n e Ni .3- ( m e q f l""n ) =: ( m est une succession de 7j quantités ) 

= (Ui u^ ... tùn sont des quantités) §^ §/7. 
{UË qfNo) =1 (west une série de quantités ) §Lm §lira. 
[uBq f(NoiNo) ] = ( M est une série double ) §lim PIO. 
{ua qfct^b) = ( t^ est une fonction réelle définie dans l'intervalle de a à 6 ) 

§contP2'l 



•2 

•3 
•4 

•3 

m 

•0 

•01 

M 
•2 



tes ajb . oo^yea . a;=y O- oou = yu 

[ §= P2-1 O- 2Cfi ^3(5T^ = œw) . Hp O- y« ^3(4t* = xu) O- Ths ] 
U£ a}b . c^a 7^. us <?j6 [ Hp . xsc O. xsa O. cc?i sb o. P J 
Wfi ajb . 6]3c .3 ^^ ^i^ [ Hp O". acfa D- a:w êô O. xw se O. Ths ] 
w£ a}c .u£b}C.'^. tœ (ciJb)}c 
(a^J))iC = (aic)^(bic) [ = P-2-4 ] 



2. ap,Cyd£ Cls .3'- 

wefcfa . ve cfb . ir6a .3- (^'«^)^ = ?''(ia*) = r/^a? 

w£ aj6 . ve b}c . u'8 C}d . irew .3 (^*î^)(y^) = {xuv)\o 



Df 
Df 



§10 I 

Cls € '^ D = f J I 

•i a,6£ Cls . ue Ma .3- («^)l^ = ^ Df 

•2 itfajô .3- (l^'X^^O = w — 

Le signe | ast le signe dMnversion. « Soit ux une expression contenant 
la lettre variable a?; par {ux)\x nous indiquons le signe de fonction u qui, 
écrit en avant de a?, produit la formule donnée ux i> , 

« Soit xu iine formule contenant la lettre variable x; {\x){xu) désigne 
le signe de fonction qui écrit après x produit l'expression donnée xu ». 

Ex.:§2'P3-3, P4.2--4, P13, §mp P2-2--5, §limP31, P4-6, P191-2 ... 

Par le signe | on peut indiquer la substitution; car si a est une formule 
contenant la lettre variable x^ y\xa indique « la valeur que prend la fonction 
|apa, pour la valeur y de la variable », ou « ce que devient la formule a, 
lorsque Ton remplace x par y ». On peut remplacer un couple, un terne, ... 
par un autre couple ou terne. Ex.: §+ P4-1--5 Dcm, §XP1'41 Dem ... 

Dans les formules wr|c |.r,c^^) {!j\x){xu)^ la lettre x est apparente. 



§11 Sim rcp 

Cls e « 3 = j Sim 

afiyCS Cls .3- 

•0 us (aj6)Sim .=:: us ajb : x,ysa .xu = yu .'^x,y. œ=y Df 

•i us (aj&)Sim . c'^a .3). us (cj&)Sim 

•2 . b'^c .3- us (ajc)Sim 

•3 . œ^ysa .3- ^^•^'=2/ •=• ^w = yu 

•4 . vs {6jc)Sim .3- uv s (ajc)Sira 

Le signe « Sim » signifie « correspondance semblable (similis) ». 

Ex.: §+P2ai, P4-5, §QP330, §lim PlO-4. 

•5 US (aj6)rcp .=: us (aj&)Sira : ysb .^y • 3 ^ a?^a?M =y) Df 
•6 a,b,cs Cls . i^(aj6)rcp . vs (6j(7)rcp .3 ^^ ^ (ajc)rcp 

Le signe < rcp » signifie « correspondance réciproque ». 

Ex.: §NumP-0, §2'Pl-2, §limP18-2-3 

On suppose écrites les formules correspondantes pour le signe f. 



§12 idem 



•0 idema?=ir Df 

•1 afiCls .3* îdemeafa . idem f (afa)Sim . idem « (afa)rcp 

«idem» représente Tidentité; telles sont les opérations Arithmétiques 
+0, —0, Xl, /l, 1^1, *n|, ••• Dans la théorie des Substitutions l'identité est 
indiquée simplement par 1. Ex.: §2'P1-71. 



§13 ' ' 
4^1. C\a e 3 ^Z^ = { ' 

a^bsCls . u€ Ma 3- 

u^a ^=y3[^a^ X3{ux =y) J 

CydeCls . c^^ • ^3^ O- '^K(\/i) = u^Cyu*d 



ke Cls .3- a (u^à)^k .=. a a<^ oo3(ux ek) 
œsa .3- u^tœ = iuœ 



•8 w£ (6fa)rcp .=: i^e (&fa)Sim . V^u^a 

On peut lire la formule 2^*a par « u des a » oii « î/ de 
doit la considérer comme décomposée en (M*)r/. Ex. ; §Me{ 

Nous sous-eiitendrons dans quelques cas le signe * par « 
que nous exprimerons dans la suite: §+ P8'l--3, §— P21 
le sous-entendre dans tous les cas. Voir Fo §32 et RdM t.i 

« 2. 

•0 a fie Cls . ue ajb .3- a'u = y3^ar X3(xu =y) 
•7 fte Cls .3- Cls'ife = j/3 a Cls ^3(xk =y) = Clsn \ 

On peut lire a'u par «des a le u». 
En conséquence Cls 'fc signifie « l'ensemble des valeurs d. 
où u est une classe » c'est-à-dire, par la §a P2-3, « Classe 
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§14 Variab F Funct 

•i u,v€ Cls . fe vtii , œeu .3- {f;u)œ = fx 
•2 . .|^. Variab(/';w) = u 

•3 .3 ^^^^ =fl'^|a ^ft^ Y^Efl^ = (/;^^)]| 

•4 Funct = 5^3 a (?^;i')3[w,?;£ Cls . gs vFu] 
•5 /;flre Funct Q: 

f=g .=: Variab/*::: Variabg' : œs Variab/*. 3c -/^ = 
•6 ^*,^?£ Cls .3 ^^^^ D ^^^^ [ P'I • §f PlOl . 

•7 weCls . irew 3- W^^F?/)}» =a 

Soient m et t; des Cls; et fs vfu. Si l'on donne Topération /", la classe 
dans laquelle l'opération est définie n'est pas déterminée; car si l'opération 
est définie dans la classe u, elle est aussi définie dans toute classe contenue 
dans u, par la §f P-2: et il y a toujours la possibilité de la définir dans toute 
clasvse différente. P. ex. l'opération «mod» est définie sur les «n» dans 
§modP-0; en conséquence elle est définie sur les No, et alors coincide avec 
l'identité; ensuite la même opération est définie sur les r, sur les q, sur 
les nombres complexes d'ordre quelconque, sur les substitutions, sur les 
vecteurs, etc. De même l'opération somme est successivement définie dans 
des classes différentes. 

Dans quelques cas il faut considérer en même temps une opération f et 
une classe u dans laquelle cette opération est définie ; c'est à dire le couple 
(f\u). On rencontre ce couple dans les formules 2'(/",m), i7(/*,w), qui repré- 
sentent la somme, ou le produit des valeurs de la fonction f, lorsque la 
variable prend toutes les valeurs dans la classe w, et dans S(/',m), qui re- 
présente l'intégrale de f, étendue au domaine u de variabilité, 

PI. A l'expression {f,y)Xj où u est une classe, f une opération définie 
dans cette classe, et x un objet de la classe, nous donnons la signification fx. 

P-2. Par variabilité de (f,u) nous entendons la classe u. 

P*3. Par vYu nous entendons les opérations définies sur la classe u, et 
considérées relativement à cette classe. 

P-4. « Funct » indique toutes les expressions de la forme vFu, où u et i' 
sont des classes. 

P-5. Deux Fonctions sont égales, par définition, lorsqu'elles ont la même 
variabilité, et dans cette variabilité, produisent des résultats égaux. 

P*6. Tout F est f. Nous parlerons donc des Fonctions Sim, rcp, etc. 

Ex.: §2:P20, §77P10, Pli, §! P2, §qnP10, §perm PO, §Dtrm ... 

Voir RdM t.6 p.51. 
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N, + 39 

§20 N, + 

Idées primitives 

= « zéro » 

Njj = « nombre (entier, positif ou nul) » 
asN^ O- ^+ = « le nombre qui vient après a » , « le suc- 
cessif de a » , « a plus » . 

Cls fi ^ 3 = - No + 
Propositions primitives 



M OeN, 

•2 oe No 3. a+ fi No 

'3 Uybs No . a+ = 6+ 3- ^ = ^ 

■4 afi No .3 a+ -= 

•5 se Cls . Ofi.s : xes r^x. x+ es 3- N. 3 "^ 
j P-5 = Induct = « loi d' induction » j 

Notes 



pp 
pp 
Pp 

Pp 
Pp 



Les PI expriment, par le langage ordinaire, la signification des symboles 
0, Nq, +, qui représentent les idées primitives, lesquelles, combinées avec 
les signes de logique nous donneront la définition symbolique de toutes les 
idées d'Arithmétique, d'Algèbre et d'Analyse infinitésimale. 

Nous proposons de lire le signe Nq par le mot « nombre » , bien que ce 
mot ait plusieurs significations. Le signe Nq , typographiquement composé, 
doit être considéré comme un signe unique, qui représente une idée simple. 
Les nombres à commencer par 1 seront indiqiiés par N,; cfr. §Ni. Selon l'école 
de Pythagore, le premier nombre est 2; on traduira donc le mot *Aqi^/li6ç 
d'Euclide par No-f2. 

Le signe -\- représente d'abord l'idée simple de « successif ». Mais bien- 
tôt, par les Def. P4, il indiquera la somme; dans les § suivants au lieu de 
a-j- nous écrirons a+1, selon l'usage ordinaire. Sur l'origine du signe + 
voir § — note. 

Lies idées primitives sont déterminées par les propositions primitives P2 
desquelles découlent toutes les F de l'Arithmétique. 

Dans la lecture des propositions il convient de se rapprocher autant que 
possible du langage ordinaire. On lira les P2 p. ex. comme suit: 



à 
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'1 « est un nombre. » 

•2 « Tout nombre est suivi par un nombre. » 
•3 « Deux nombres suivis par le même nombre sont égaux. » 
•4 « Le nombre qui suit un nombre quelconque n'est jamais 0. » 
•5 « Soit it une classe^ supposons que appartienne à cette classe; et 
que toutes les fois qu'un individu x appartient à cette classe, son suivant 
y appartienne aussi ; alors tous les nombres appartiennent à cette classe. 
On appelle ** principe d'induction ,, cette Pp » . On peut aussi la lire : « Si une 
proposition est vraie pour le nombre 0, et si, étant vraie pour le nombre x, 
elle est aussi vraie pour le nombre x4-, elle est vraie en général ». Ou 
encore « le système N^ est le plus petit système qui satisfasse aux condi- 
tions -1 et '2 ». 

Pour reconnaître l'indépendence d'une Pp, il suffit de donner aux sym- 
boles primitifs 0,No,-f une interprétation, telle qUe toutes les Pp, diflTé- 
rentes de la considérée, soient vérifiées. 
On prouve l'indépendence absolue des Pp 1-5 par les 5 exemples suivants. 

1. Si en attribuant à et à + la signification commune, l'on donne à No 
la signification « nombre entier positif » , indiqué dans la suite par N^, on 
vérifie à toutes les conditions '2— '5, mais non à la •!. 

2. Si en conservant à et à -f la signification commime, on attribue à Nq 
la signification «chiffre» ou l'ensemble des nombres 0, 1, 2,.... 9, on sati- 
sfera à toute/8 les conditions, à l'exception de la '2. 

3. On satisfera à toutes les conditions, moins la '3, par un système pério- 
dique, précédé d'une antipériode; comme la suite 0,1,1,1,... 

4. Un système périodique, p. ex. les heures astronomiques du jour, où 
r heure qui suit 23 est 0, ne satisfait pas à la -4. 

5. Attribuons à et à No la signification commune, et à a-\- donnons 
la valeur a-f-2. Les conditions •1--4 sont satisfaites, mais non la '5, car si 
l'on remplace s par «nombre pair, 2No», la Ths n'est pas vraie. 

Les exemples 1, 2, 5 sont tirés de 
A. Padoa, Algebra elementare logicamenfe esposfa, Conferenze tenute 
nella R. Università di Pavia, a. 1899 p. 35. 

Ces Pp, dont nous avons vu la nécessité, sont suffisantes pour déduire 
toutes les propriétés des nombres qu'on rencontrera dans la suite. Mais il 
y a une infinité de systèmes qui satisfont à toutes les Pp. P. ex. elles sont 
toutes vérifiées si l'on remplace N„ et par N, et 1. Tous les systèmes qui 
satisfont aux Pp sont en correspondance réciproque avec les nombres. 
Le nombre, N^, est ce qu'on obtient par abstraction de tous ces systèmes; 
autrement dit, le nombre, Xq, est le système qui a toutes les propriétés 
énoncées par les P primitives, et celles-là seulement. 

Sur l'analyse de,s idées fondamentales de l'Arithmétique voir F,N2. 
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* 3. 

•i a,&£No . a=& .3- ^+ = &+ 

[ Hyp . §= P2-1 O. «+ = «+ (1) 

!> . (1) O. «« 2C3( a+ z= x+ ) (2) 

» . (2) . §= P3-9 O. &£ aî3( a+ = x+ ) (3) 
• . (3) O. Th8 ] 

•2 a,&eN, .3 ^^^=^ •=• ^+ = ^+ 
[ P'I . P2-3 .3 P ] 

* 4. 

•2 a,&£N, .3 a+{b+)={a+b)+ j 

'3 a+b£N, . 

[ Hyp . 6=0 . P-1 o. Ths (1) 

Hyp . a+h eNo . P-2 . P2-2 O- a+(b+) êNo (2) 

(1) . (2) . Indnct O- P ] 

•4 ofiNo .3 0+a=a 

[ {0\a)P'l O. 0+0 =0 (1) 

(0, a)|(«, 6)P-2 O: as^o O- 0+(a+) = (0+a)+ (2) 

P3-1 O: «êNo . 0+a z=a O. (0+a)+ = a+ (3) 

(2) -.(3)0: » - » .3 0+(a+) = a+ (4) 

(1) . (4) . Induct O. P ] 

•41 afieS, 3. a+(b+) = (a+)+b 

[ (0|6)P-2 O: ae^o -3 a4-(0+) z= (a+0)-i- (1) 

P-1 . P3-1 O: » O. («+0)+ = a+ (2) 

(1).(2).3 - O. a-KO+)=za+ (3) 

Hp . 6=0 . (3) O. Ths (4) 

[(6+)|6]P-2 O: afie'^o O- a^ibV}+] = [a+(6+)]+ (5) 

P3-1 .3 a,6fiNo . a+(ô+) = («-h)+6 3- [«+(&+)]+ = [(«+)+6]+ (6) 

P-2 3: » . » . 3. [(a+)+6]+ = (a+)4-(6+) (7) 

■ (mV'O- n . » . .3 [a+(6-h)]-f = (a4-)+(6+) (8) 

(4) . (8) . Induct 3. P ] 

•5 a+b = 6+a } Comm+ } 

[ P-l . P-4 3; oéNo 3. a+O = 0+a (1) 



P-2 3: 
P31 3; 
P-2 3 
P-41 31 



(1) . (2) . Induct 3. P ] 



a,6£No . a+b = 6+a 3- «+(&+) = («+&)+ 
» » » . .3. (a+ô)+ = (&+a)+ 
, , . , .3 (5+a)+ = 6+(a+) 

, 3. &+(«+) = (H-)+a (2) 



'6 apfiEi^^ ._j: a+c = ô+c .—. a=o 

l Hyp . c=zO O. Ths (1) 

Hyp : a=ft .=. a+c—b+c : P-2 . P3-2 Q: a=b .=. a+(c+)=zb+(c+) (2) 
(1) . (2) . Induct O. P ] 

'7 a,&,C£No 3- ^+&+<^ = (^+'>)+<^ 

•8 » * a+(6+c) = a+b+c 

[ c=0 O. Ths 

a+b-^-c =z a+{b-\-c) O. a+a+(c+) = (rt+ô+c)+ 

= [a+(6+c)]+ 
= a+[(ô+c)+] 
= a+[ô+(c+)] 

(1) . (2) . IndHct O. P ] 

•8i » » a+6+C = a+C+b [ Assoc+ . Comm+ O. P ] 



Df 

j ASSOC+ j 

(1) 



(2) 



Les P4-l*2 définissent la somme par induction. 

« Soit a un N^ ; a-\-0 signifie a ; et en supposant connue la somme de 
a avec un nombre b, la somme de a avec le suecassif de b est, par définition, 
le nombre successif de a+6 » . 

Dans le § suivant on définira les chiifres 

1 = 0+ 2 = 0+-f 3 = 0+++ 

Si dans la P-2 on donne à b successivement les valeurs 0, 1, 2, ..., on a 
a+1 = a+ a+2 = a++ a+3 = a+++ 

En général a+6 signifie « a suivi de b signes + » ou « le successif 
d'ordre 6 de o ». 

P-3 < La somme que nous venons de définir est un nombre déterminé. 
En effet, quel que soit le nombre a, cela est vrai si 6:=0 par la P*l ; si 
la somme a+6 est définie pour une valeur de 6, par la P-2 elle sera aussi 
définie si l'on remplace b par son successif; donc, par le principe d'in- 
duction, la somme est définie en général. » 

La P*5 est démontrée par une suite de transformations. 

•1 +£N.jN, [ = P2-2] 

•2 +e(NjN,)Sim ( = P2-3] 

•3 se Cls .Oes. + e sjs 3. N, 3 s [ = P2-5 ] 

■é 6eNo .3 +b e N.jN, [ = P4-3 ] " 

•5 » +6 £ (N„jN,)Sim [ = P4-6] 



1 
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^ 6. se Cls . ue sjs . aes . 6,ceN<j .^. 

•1 auO=a Df -2 aw(6+) = (aw&)w Df 

•3 aub es 

[ Hp . 6=0 . PI O. Ths : Hp . aub ss . P-2 O. aM(6+) es : Induct O. F ] 

•4 {ltb)£S}S [=P-3] 

•5 u£ (sjs)Sim .3- (^&) ^ (sjs)Sim 

[ Hp . 6=0 O. Ths (1) 

Hp . ub e (s^«)Sim . Xyyes . x-= y O- î>cw& -= yw6 . 

3 (xubju "=: (yub)u O. a;w(64-) -= ,vK^) (2) 

Hp . w6 fi (jîj«)Sim . (2) O. «(6+) s («j«)Sim (3) 

(1).(3). Induct O. P ] 

•6 va Sis : xss .3»« ^^^ = ^^^ O- (^2/^)^ = (a^)wfe 

[ Hp . 6=0 . PI O. Ths (1) 

Hp . (aub)v = {av)yb . P'2 0« [aw(6-f-)]t? = [(aw6)M]t? = 

[(aî;>^6]M = (av)t^6+) (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•61 Hp P-6 .3. {aub)vc = (avc)ub [ Hp . (i^,î;,c)|(î;,w,6) P-6 o. Ths ] 
•62 Hp P-6 .3. a[{uv)b] = a{ub){vb) 

l Hp . 6=0 O. Ths (1) 

Hp . a[(wv)6] = a(ubXvb) O- «[(^vX^+)] = a[(wv)6]wv = 
a(uby(vb)uv = a{vJb)u{vb)v = «64-)][t7(6+)] (2) 

(1) . (2) . Induct .3 P ] 



•7 a{ub\uc) = a{icc){ub) 
•8 {aub)uc = au{b+c) 

[ Hp.c=0. Pl'O.Ths 
Hp . {aitb)uc = aiMjH-c) O- [(aub)uc]u = [aw(6+c)]u 
* O- {aicbyu(c+) =: au(6-K+) 

Hp . (1) . (3) . Induct O. Ths ] 



V€ s(s .3- ^^<^ = ^[(1^ vx)b] 



[P-61 . t'=w o. P] 

(1) 

(2) 
(3) 

Df 



Note 

Les définitions •1--2, et les théorèmes qui suivent ont une grande im- 
portance dans notre théorie, car on peut en déduire les définitions et les 
principales propriétés de la somme, du produit et de la puissance. 

(P'I) € Soit g une classe, u une transformation des s en s ; soit a un s , et 

.*y& tin nombre; alors par auO on indique a »; (P*2) «et par «w(6+) nous 

entendons ce qu'on obtient en opérant sur aub encore une fois par le 

J'hmmi. L2 n.3 3 



à 



Si l'on fait, dans la P*2, 6=:0, on obtient aul^au; en faisant 6=1 on 
a au2 = {au)u^ au^ =: aiiuUy.., est ainsi de suite. En conséquence, par in- 
duction, on obtient la signification de aiib, quel que soit le nombre 6 (P*3). 

La formule aub doit être décomposée, lorsqu' il est nécessaire, en a{ub). 
Soit donc u une opération définie dans la classe .s; qiiel que soit le nombre 
b on obtient la nouvelle opération ub (P*4), qu'on appelle « l'opération u 
répétée (itérée) b fois ». 

On déduit: (P-5) « Toute fonction semblable répétée est aussi semblable ». 

(P-6) « Si l'opération u est commutable avec l'opération v, l'opération ub 
est aussi commutable avec u, et (P-61) l 'opération w6 est commutable avec 
vc, quels que soient les nombres 6 et c ». 

(P'62) « Si les opérations u et v sont commutables entre elles dans la 
classe Sf alors l'opération uv répétée b fois est, dans la classe s, identique 
à l'opération {ub)(vb)». 

Quelques Auteurs appellent « puissance » d'une opération l'opération 
répétée. (P*7) « Deux puissances d'une même opération sont commutables 
entre elles ». 

(P-9) Si un signe de fonction v, au lieu de suivre la variable, la précède, 
la fonction répétée b fois est indiquée ordinairement par v^ , notation que 
nous suivrons. Dans ce cas (\x){vx) est le signe de fonction qui, en usi- 
vant la variable a, donne pour résultat va. 

Ex.: §^ Pl-4-9 §e P-21 §Subst P2-5. 

On rencontre les puissances des fonctions dans Babbage, Phil, trans. 
a.l815 p.390. 
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•2 
•3 
•4 

•3 
•6 
•7 

•8 



(No,+):(.s,iOP6-i o- P4-^ 



•2 


•2 


•3 


k -3 


•4 


» P5-4 


•S 


» P5S = P4-6 


•7 


. P4-81 


•8 


» P4-8 



(0 I a)P4-8i . P4-4 .3 P4r> 



De la théorie des fonctions on déduit les P sur la somme par une sub- 
stitution. La propriété commutative se déduit alors de la P4-81. 
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+_^_ ^ 

^ 8. !i,t,UE Cls'X, . rt£N„ O • 

• I s+a = a-3[a .s« //3(.r = ?/+«)] = .s'(+«) Df 

•2 a+s= » » (x-"=rt+jy)]=:(rt+)'.s Df 

•3 .s-+^ = j-3['3{>/;:)3 Oyes . set . .r = y+ ;)] Df 

-4 a+s = ,<!+« =: m+s 

'S s+/ = <+.s -6 s-\-{t+n) = is+f)+>i = x+t+H 

•7 N.H-N. = N. 

Nous déftnissoiiH ici la somme d'un nombre et d'une classe de nombres, 
^t de deux classes. Ex: N„ §— PI, §|N P4,.-. 



§21 1 2... 9 X 

1 = 0+ . 2 = 1+ . 3 = 2+ . 4 = 3+ . 5 = 4+ . 

6 = 5+ . 7 = 6+ ; 8 = 7+ . 9 = 8+ . X = 9+ Df 

Kote sur les chiffres 

Nous avons ajouté aux chiffres 0, 1,... 9, le signe X des romains pour 
indiquer le nombre « dix »; il nous est nécessaire jusqu'aux conventions 
sur la numération (PllO), lesquelles suivent nécessairement la multipli- 
cation et l'élévation à puissance. 

Un grand nombre de savants ont décrit les signes de numération chez 
Jes divers peuples. Il nous suffît ici de mentionner: 
M. CANTOR, Gesckichfe der Math, a.l894, t.l. 
C. BAYLEY, On the genealogy of modem numerals. Journal of the 

Asiatic Society, a.l882, p.335, et a.l883, p.l. 
F. LIN DEM AN N , Zur Geschichte der Polyeder und der ZaJiIzeichen, 
Sitzungsberichte der math. phys. Cl. d. Akad. zu Mûnchen, t.26, 
a.l896 p.625. 
Voici quelques indications sommaires: 
Les nombres qui suivent sont exprimés, sans conventions nouvelles, par 

0-f , 0++, 0+ + -r-, etc. 
Si l'on remplace les + par des barres, et si l'on sous-entend le 0, ils seront 
indiqués par 

I II m 
par la répétition d'un même signe ou comme réunion des unités. 

C'est la notation primitive des nombres, qui date des temps les plus reculés, 
et est encore en usage dans des cas spéciaux, comme la taille de la boulangère, 
les jeux de dès, de dominos, de cartes; la cloche qui sonne les heures. 

Dans les hiéroglyphes des anciens Egyptiens, les nombres 1, 2, ... 9 sont 
figurés par 1, 2,... 9 barres. Puis il y a un signe (f)) pour représenter 10, 
4«C des signes pour représenter 100, 1000, etc. 



Dans les écritures hiératiques et démo tiques (a. — 2000), déformations- 
de la hiéroglyphique, les scribes ont réuni ces barres, et ont formé des 
signes simples, ou chiffres, pour représenter les nombres de 1 à 9; comme 
on voit encore dans nos chiffres 2 et 3, qui proviennent évidemment de- 
la réunion de deux (=) ou de trois barres (=). Ces deux chiffres ont, dans 
le calendrier égyptien, presque la même forme que chez nous et chez les 
indiens. Chez les arabes ils résultent de barres verticales, et ont à peu 
prés la forme k> et c». 

Les chiffres 4 et 9 se ressemblent encore chez les différents peuples. 

La forme des chiffres 5, 6, 7, 8 a varié beaucoup chez les Egyptiens, les- 
Indiens, les Arabes, et chez nous. Mais tous ces chifires ont la même source,, 
comme aussi les « apices », que Boetius(^r« ^eom^frtca a.+500) attribue 
àPythagoras(a. —550); il est probable que, dans ses calculs, ce philosophe 
s'est servi des chiffres égyptiens (Lindemann, p.754). 

Pour la représentation des nombres supérieurs à 10, voir la c Note sur 
les systèmes de numération » §2'P2. 



§22 N, 



M N, = 1+Nj j = « nombre positif »} 
•4 N, = tOwN, 



xeXoO- 35+ «N, 

(1) . (2) . Induct O- N£D K)uN, 

§+P2-l.P-2O.'0wN,DN« 

(3).(4).D.P] 

•8 N, = N.-tO 

•6 oeN, . 6eN, .3 a + & cN, 

•7 0=ï(N<,-NJ . 1=7[N,-(N.+N.)] 



•3 0-eN, 

(1) 

(2) 
(3) 



Df 

[=§+P-4| 



Df? [P-3.P-4 0.PI 






i / 
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§13 ' ' 

a,&8Cls . UE Ma .3 

•0 u^a = y3['3^a^a:3{ux=:y)\ Df 

'\ xza r^.ux éu'a -2 u^a'^b *% 

"6 ce Cls . c^a .3 w'<? 3 ^'^ 

•4 CjdeCls . c3^ • dT^a .3 u\(\4) = t^'c w w'd 

'5 u^{(f^)'^u'c^u^d 

•6 fteCls .3 3 (^'à}^k .=. ^ar^x3(ux ek) 

•7 û?€a .3- U^f^ = LtiX *% 

•8 w€(&fa)rcp.=:w£(6fa)Sim. &3^'^ ^ Df? 

On peut lire la formule u^a par « u des « » ou *u de quelque a » ; on 
doit la considérer comme décomposée en (w^rf. Ex.; §Med P3, §^1, §SP3'1. 

Nous sous-eu tendrons dans quelques cas le sig'ne * par des conventions 
que nous exprimerons dans la suite: §+ P81--3, §— P21. On ne peut pas 
le sous-en tendre dans tous les cas. Voir Fo §32 et RdM t.6 p.51. 

« 2. 

•0 ajbe Cls . ue ajb .3 ^'^ = y3^ar> X3(xu =y) Df 

• 7 ft£ Cls 3. Cls' A = j/3 a Cls ^3(œk —y) — Cls^ yd{yZ)^) 

On peut lire a'u par «des a le w». 

En conséquence Cls'fc sig^nifie « l'ensemble des valeurs de Texpression uAr, 
où u est une classe » c'est-à-dire, par la §3 P2-3, « Classe de fc » . 
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Cette façon de considérer les nombres positifs et les négatifs se rencontre 
plus ou moins clairement dans plusieurs A.: 

MacLaurin a. 1748 p.6: 
c a Quantity that is to be added is called a Positive Quantity; and a Quan- 
tity to be subtracted is said to be Négative. » 

Cauchy, a.l821, p.333: 

« ... on acquiert l'idée de quantité (positive ou négative) lorsque l'on con- 
sidère chaque grandeur d'une espèce donnée comme devant servir à l'ac- 
croissement ou à la diminution d'une autre grandeur fixe de même espèce. 
Pour indiquer cette destination, on représente les grandeurs qui doivent 
servir d'accroissements par des nombres précédés du signe -f, et les gran- 
deurs qui doivent servir de diminutions par des nombres précédés du 

signe — Enfin, l'on est convenu de ranger les nombres absolus qui ne 

sont précédés d'aucun signe dans la classe des quantités positives. » 

La Df P2-1 donne aux signes -j-No et — Nq les valeurs «plus quelque Ny> 
et «moins quelque Nq». 

Une lettre isolée peut indiquer un nombre positif ou un nombre négatif. 

Si l'on pose a=2, &=-h5, on aura, sans convention nouvelle, a6 = 2-}-5; la 
P2'2 dit que nous convenons, selon l'usage commun, de représenter par a-{-ô 
cette somme. De môme pour la P-3. 

La P2-4 exprime la convention de représenter par le même signe deux 
objets diflFérents, un nombre absolu et un nombre positif. On pourrait évi-^ 
demment supprimer ces définitions •2--4; mais on aura des tormules diffé- 
rentes des ordinaires. 



m a 



N„ + - n 



« 1-0 n = +N. w -N. Df 

•1 NoDn [P-0. I-P2-4 0.P] 

£c=y .=: McNj . u+ae, u+y eN, . 3«* • "+^ = «+y Df 
•3 a,bsN^ 3- +^ = +^ •=• ~* = — 6 .=. a=b : 
+a = —h .=. a=0 . 6=0 

% 2-0 x,y£n .3 

œ-\-y = ï n« s^^^ueS^ . u+x, tt+x-\-y eX, .3«- "+^+y = «+^J Df 

•01 a,6eN, .3 

+a+b = +{a+h} . —a—b = —{a+b) . +a—b = +(a— ?>) =r 

—{b—a) . —a+b = —{a—b) — +(b—a) 



:5t 



} BRAHMAOUPTA,Version de Rodet, Journal Asiatique^ a.l878 p.24 
« § 19. La somme de deux biens est un bien; celle de deux dettes une 

dette; d'un bien et d'une dette, leur différence, ou, si elles sont égales 

zéro. La somme de zéro et d'une dette est une dette; d'un bien et de 

zéro est un bien; de deux zéros est zéro. 
§ 20-21. Règle pour la soustraction 

Dette retranchée de zéro devient un bien, et bien devient une dette. ... 
Si l'on doit retrancher un bien d'une dette ou une dette d'un bien, on 

en fait la somme. » ! 



•i a+& = &+a -3 a+{h-\-r) = i(t-\-b)-\-c = a+h'\-c 



^ 3-0 xevL .3- —x ^=z 1 \v^ y3{X'\-y =iO) 

•01 nëS,, .3 — (+^)= — <^* • —(—^0 = +« 

«,ten .3 *^ —a£i\ "2 — (—a) i=ra -3 

•4 a—b = a+i—h) 

•5 a=b .=. —a^z—b .=. a—b = 

•6 xen . a-^-œ =?; .=. x=. b—a 

•7 a+b =0 . a—b =0 .=. a=0 , b=0 



^ 4-0 s.tjU £ Cls'n . aen .3. §+Po . §— P2M 
'i a+n = n . n+n = n . — n = n 

-2 n = No—No = Nj— N, = n— n 



Df 



~(a+&) = —a—h 
Df 



X 



Note. Le symbole «n», qu'on peut lire «nombre relatif», indique l'en- 
semble des nombres positifs et des négatifs. 

P'2. « Deux nombres relatifs x et y sont égaux, par définition, lorsque 
pour tout nombre positif w, on a u-\-x = u-\-y, pourvu- que ces opérations 
soient possibles en nombres positifs ». 

P2-0. «On appelle somme x-{-y de deux n, un nombre relatif z tel que, 
en effectuant sur un nombre positif u l'opération +x, puis l'opération 4-.y, 
pourvu qu'elles soient possibles, on obtienne pour dernier résultat u-\-z. » 



§25 X 

N, + X 
^ 1. a,b,c4e^^ O- *0 ^X6 = ab = 0[{+a)b] Df 

Note, « Soient a et 6 des nombres ; par axà, ou ab, on désigne ce qu'on 
obtient en effectuant sur l'opération -fa, b fois ». 
On peut remplacer cette Df par les P*02'03. La Df commune : 
ad = « somme de b nombres égaux à a » 
sera exprimée en symboles par §2'P3-4. 
On rencontre le signe X dans Oughtred, Clavis mathematica, a.lGSl. 
Leibniz (a.l666, MathS. t.5 p-15) indique la multiplication par le signe 
n, et la division par \j, en suivant Barrow, EtccUdes, a.l655. 

•01 axbxc={axb)xc . axb+c={axb)+c . a+bxc=a+{bxc) Df 
•02 axO =0 -03 ax{b+l) = axb +a Df? [ =zPO ] 

•04 Oxa=0 . axl=lXa=a 
•1 axb € N, [ (No, +a, 0) lis, u, «)§+ P6-3 O- P ] 

•2 ab+ac = a{b+€) \ Distrib(x,+) j 

[ (No, -fa, 0)|(.v, w, a) §+ P6-8 O- P ] 
•21 {b+C)a = ba+ca [ (No, +ô, +c, o ,a)|(«, w, v, a, 6)§-f P6-62 O- P ] 

î EUCLIDES VII P5 } 

•22 {a+b){c+d) = ab+ad+bc+bd [ Pi . P-2 o. P ] 

•3 ab = ba \ Coramx } 

j EUCLIDES VII P16 : "'Earcùoav dvo àQi^fioi ol A, B, 
xal 6 jLikv A Tov B JtoU,a7iXaoidaaç xbv F Jioisiro), 
ô de B TOV A » J > • 

kéyco, on ïaoç iorlv ô F rœ A. j 

[ Hp . 6=0 . P-02-04 O. Ths (1) 

Hp . P-03 .3- «(^+1) = ah-\-a (2) 

Hp . ah = ha .3- ah-\-a =z ha-\-a (3) 

Hp . P'21 . P-04 O. 6a+a == (6-f l)a (4) 

Hp . ah =r ha . (2).(3).(4) O- «(^+1) = (6+l)a (5) 

(1) . (5) . Induet O. P ] 

•4 .s£ Cls . xie .sjs . xes r^, a)[(^^a)&] = x\ii{ayî))\ 

[ Hp . 6=0 O. Ths (1) 

Hp . œ\{ua)h] = x[ti{ay]b)] -D- cc[(wa)(6-fl)] = x[{ua)b]ua = [tt(ax6)]w« = 

xu{aXh^ a) = »M[aX(6+l)] (2) 

(1) . (2) . Induet O. P ] 

•41 (axft)xc = axibxc) j Assocx j 

[ (No, +a, 0)|(s,w,x) P-4 O- P ] 
•5 a& =0 .=. a=0 .g. &=0 -51 ac=&c . c -= .3 a=& 
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^ 2. s,t,u£ Cls'No . asN, Q: 

•0 sxa = s\xa) . {axs) = (axys . ,sx< = (X|+)§+P8-3 Df 

•Oi asz=sa=: {ta)s . st = ts . s{tu) = {st)xi = $tu 

*02 s(;+m) 3 s*+s«^ "03 a{s-\-f) = as+at -04 NqXNo = No 

a,&,ce No .3 '^ ^^ NoX« . ce NyXft O- ^^ ^oXa 

*2 6,C£NoXaO. 6+C£NoXa -âl NoXa + NoXa = NoXa 

•3 6, 6+c £ NoXa .3 ^^ NoXa -31 te NoXa O- ^^ ^ NoXac 

"32 m,nfiNoXc .3- «>/i+'>>i £ NoX^ 

•4 a+6 e 2No .=. a,te 2No .w. a,6£ 2No+l 

•3 a(a+l) £ 2No . a(a+l){/i+2) € 6N0 . Cont §! P-3 

•6 a(a+l)(2a+l)£6No 

-* 3. No + - X 

"1 &,C£No . ae &+No .3 (^ — b)c = ac — bc \ Euclides vu P7 j 

[ Hp . PI -21 O. [(a—by\-b]c = {a—b)c-^bc (1) 

§— Pl-2 O- a—Hb = a (2) 

Hp . (1) . (2) O. ac = {a—b)c+bc (3) 
Hp . (3) . §- PI -3 O. Th8 ] 

•2 ftjdeNo. as &+No. (?e d+No .3 {(^—b^c—d) = ac+bd^bc^ad 
-* 4. No + — n X 

•0 asn . ftfiNo 3. axb = 0[{+a)b] . ax{—b) = 0[(— a)6] Df 
•Oi a,& £ No .3 (+a)x(+&) = +(ax&) . (~a)X(+&) = -(ax&) . 
i+ajXi-b) = -{axb) . (-a)x(-&) = +(axft) 
{ D1OPHANTU8 I 9 : « Aeïyfiç êjil keïxpiv noXXanXaaiao'^Etan Jioiei 
vjiaQ^iv. Aeiyjiç de im vjiaQ^iv, noiei Xzhpiv, » j 

^ 5. a,6,c,d£n3 •0i--03 = Pl-0i-03. 
•1 axb en -2 a(&+c) = a&+ac -3 ab=:ba 
•4 a(6c) = (a&)c = abc -S-'S! = Pl-5-'5i 
•6 a{b—c)+b{c—a)+c{ar—b)==0 
•7 (a— 6)(c— ci)+(6— c)(a— d)+(t?— a)(&— d) =0 

^ 6-0--6 = (n|No)P2 



§26 / 



N, X / 



^ 1. ae N, . be N,xa r): -0 

•i b/ae^^ 

•3 c = b/a .=. caN, . b = cxa 

•4 a/1 = a 

•5 /a£(axN,)jN, 



&/a = ? N, ^ X3{xxa =zb) 
•2 {b/a)xa = b 

•4i a/rt = 1 



Df 



ii& 2. 1 .s£ Cls'N, .3 /s = /'s 



Df 
Df 



Pl-0. « Soit a un nombre (non nul), et b un multiple de a. « 6 divisé 
par a » désigne le nombre se qui satisfait à la condition xXct = 6 > . 

P'O. « Donc /a, qu' on lit « diviser par a » , indique une opération dé- 
finie sur les multiples de a; le résultat est un N, ». 

On dérive toutes ces propositions de §— PI, si l'on remplace les signes 
No,+,-,0 par N,,X,/,1. 

La notation bja, répandue notamment chez les auteurs anglais, est une 

transformation très commode de la notation commune —, due aux Hindous» 

a 

et qu'on rencontre dans Leonardo Fibonacci, a. 1202, Liber Abaci, fol. 11. 

Le signe de division a aussi les formes : 

a)b dans Oughtred a. 1667 p.l96, où « quantitas intra curvam denominator 

est», b-^a (Pell, MacLaurin, ...), b:a (Leibniz), etc. 

P2-2. « On écrit bja au lieu de (X^)(/«), c' est à dire multiplier par b et 
ensuite diviser par a; a et b sont des nombres donnés » . 

Toute expression de la forme 0<b)(la), où a et & sont de^ N^, s'appelle 
«raison» ou «nombre rationnel» ou «fraction». Nous l'indiquerons par 
le symbole R. 

Le nombre rationnel, ou raison, Xôyoç 3v àgt&fibg jtghç àgi^fiov exei d'Eu- 
clide, se présente ici comme une opération, possible dans quelques cas, 
précisément comme nous avons rencontré les nombres positifs et négatifs. 

Selon le langage ordinaire, — précède le nombre, ou la grandeur, sur 

laquelle on opère, et signifie « diviser par a et multiplier par 6 ». P. ex. 

3 
« -^ de 15 fr. » signifie « ce qu'on obtient eu divisant 15 fr. par 5 et en 

multipliant le résultat par 3», Mais nous préférons donner à 6/rt, qui suit 
le nombre sur lequel on opère, la signification « multiplier par b et diviser 
par a » , afin de rendre possible l'opération dans un plus grand nombre de cas. 
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§27 R 

N, X / R 

^ 1-0 R= X3 a (a;&)3[a,&£Nj . x= (Xb)(/a)] Df 

•Oi R=:N,/N, Df? [ = P0] 

•2 a?,y£R .3'- ^=y •=• ?*£N, . w;r, 2*y eN, .^w . w.2? = uy Df 

•i a/b = c/d .=. ad = bc Df? j Euclides VII P19 f 

[ Hp . «/6 = cjd O. W , (W)(a/6) , (M)(c/f/) fiX, . PI O. 

(&rf)(«/&) = (ôrf)(c/^Z) O. ad = 6c (1) 

Hp . ad :r 6c . cceN, . x(a/6) , x(c/d) f N, O- 3C^^^^ = ^^ O* 

(xalbM = (xcjd)bd . §XP1-51 O. xa/6 = xc/d (2) 

Hp . ad = 6c . (2) . Export O. a/6 = c/d (3) 

(1).(3) O. P ] 
•2 a/b = (ac)/(b(?) j EucLiDES VII P17 \ 

■3 a/6 = c/b .=, a=:c 4 a/b = a/d .=. 6r=:rf 

•5 a/6 = (?/rf .=. a/c = b/d .=. 6/a = d/c 
•6 a/6 = d/e . 6/c = ^//O a/c = d/f j Euclides V P22 ( 
•7 a/6 = e/f . 6/c = df/^ .3 a/c = rf//* j Euclides V P23 j 

% 30 x,yE^ .3 

a;X.y =: a;t/ = 7 R ^ xr3(t^£Nj . ax^ucoy eN, 3'* • ^/^y = ^^^) Df 
afiyCjdeS^ 3- 

•i {a/b){b/c) = a/c 

•2 {a/b)x{c/d) = {ac)/{pd) \ Euclides VIII Po }^ 

e|& 4. a,6,C£R 3: 

•i ax6 eR ''i ab = ba '3 a(6(?) = (a6)c = a6c 

•4 ac = bc .=. a=6 -5 (R | No)§X P20 

•6 axR = R -7 RxR = R 

•8 a Ni^ m3(ma, //tb, /ne e N^) 

e|( 5-0 iceR 3. /a? z= ? R^ 2/3(j:0<y =1) Df 

a,6£N, 3. -1 /(a/6) = 6/a -2 {a/b)/(r/d) = {ad)/{bn 



^ 6. a,beR Q: 

•1 /asB. -2 /{/a)=a 

•4 b/a = bx{/a) 

•5 a=b .=. /a = /b .=. a/b=l 

'6 xsR.ax=J) .=. ûB^b/a 

,7 /R = R 



•3 /(ab) = {/ayb) 

Df 

j Ahmès N.24-38 I 



+ N. X / R 

^ 11. a,&,c,rfA/feN. O- 

M a/6 = c/d .=. (rt+6)/6 = {c-\-ô)/d Euclides V P18 ( 

•2 a/b — c/d = e/f Q. a/\) = (a+c+e)/(6+rf+/" ) 

I Euclides V P12 } 
•3 a/b = c/d . e/b = f/d -3 {a-\-é)/b = {c+f )/d 

\ Euclides V P24 } 
-4 {a-\-c)/{b+d) = a/b Q. c/d = a/b | Euclides V P19 j 

^ 12-0 œ,yeE Q. 

x+y = iR^ s3{usNf . ux, uy cN, .3" • ux-\-uy = uz) Df 
a,b,c,dsNi .3 
-1 a/c+b/c = ia+b)/c 
-2 a/b+c/d = {ad+bc)/{bd) 

^ 13. a,b,c€R .3: 

•1 a+6eR -2 a+b — b+a -3 a+(&+c) = (a+&)+c = a+b+c 
•4 a+c := b+c .=. a=6 
•5 (R I N,)§+ P8 -6 R + R = R 

•7 a{b-\-c) = ab-\-ac 
^ 14. a,b,ceR .3 

•1 a;,y£R . x/a =■ y/b . x+y =c .=. x= ac/{a+b) . y= bc/{a+b) 

j Ahmès N.63 } 

* 21. + N, - / 

a,&£N, . ce a+N, . de &+N, .3- 

M c/a = d/b .=. {c—a)/a = (d—b)/b j Euclides VII Pli } 

•2 c/a z=i d/b .=. (c+a)/(c-rt) = (rf+6)/(d-6) 
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* 22. + N, - X / R 

•0 œsR . ye a?+R 3- .V— ^ = ^ Ko ^^a?+^ =2/) Df 

•2 a,&,c,d,ad— 6c £N, .3 cL/b'-c/d=i{ad'—hc)/{hd) 

^ 23. a£R.6fia+R .3 -1 6-aeR -2 (6~a)+a=6 
ii& 24. (R I NJ §^ P2 

* 25. + N, - n X / R 

ofiN^ . 6£,nxa .3 "^ V^ = ^ ^^ ûc3{œa =J}) Df 

i---5 = (n I N,)Pl-i--5 6- 0/a =0 

Note sur les nombres rationnels, 

La définition de R, nombre rationnel, a été déjà expliquée dans le §/. 

Pl'2. « Deux nombres rationnels x et ^ s'appellent égaux, lorsque, quel 
que soit le nombre u^ mais tel que les opérations vxc et uy soient pas- 
sibles, les résultats sont égaux >. Cfr. §nPl'2. Quelques A. prennent comme 
Df la P2'l. Ils ne définissent pas la raison de deux N^, mais seulement 
Tégalité de deux raisons. On introduit alors les nombres rationnels par 
abstraction. 

P3'0. < Le produit xy de deux nombres rationnels est le nombre rationnel z 
qtd satisfait à la condition uxy = uz^ quel que soit le nombre entier u, pourvu 
que les opérations ux et uxy soient possibles ». 

La P5'0 définit /x, qui signifie « diviser par x » , ou < multiplier par le 
réciproque de a; », ou, en supprimant le signe de multiplication, «le réci- 
proque de a:; > . Ce symbole est le correspondant de —a;, qui signifie « re- 
trancher X* < ajouter Topposé de a:; » « le nombre négatif — x » . 

P6-4. On peut considérer le rapport hja comme le produit de h par le ré- 
ciproque de a. Ainsi toute division est réduite à une multiplication. Ces 
formules ont leurs correspondantes dans §n. 

P12'0 « La somme de deux R, x-\-y^ est le nombre rationnel z, qui satisfait 
à la condition v^-{-uy^vz, pour toute valeur du nombre entier w, sur 
lequel on puisse effectuer les opérations v>x et uy en nombres entiers. » 

Les calculs sur les fractions étaient connus des anciens Egyptiens, comme 
cela résulte du papyrus Rhind, (a. — 1700 »^— 2200 ?) . 

Dans ce papyrus l'auteur ou le copiste Ahmès (Aahmesu) indique les 
fractions /2, /3, 2/3, /4 par des signes de forme spéciale. 

Les fractions de la forme /«, où a est un entier supérieur à 4, sont in- 
diquées par le nombre a surmonté d'un point, qui a la valeur du signe /• 
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Toute Iraction est exprimée par la somme de la partie entière, et de frac- 
tions décroissantes de la forme considérée; à peu près comme nous, dans 
la théorie, réduisons toute fraction à la forme ajb, où a et & sont des en- 
tiers, et dans la pratique aux fractions décimales. 

Les dénominateurs des fractions égyptiennes sont quelquefois des puis- 
sances de 2 ; alors la fraction a une forme analogue à nos fractions dé- 
cimale-s, mais dans la numération binaire. Dans d'autres cas les termes suc- 
cessifs des expressions égyptiennes expriment la fraction donnée avec la 
plus grande approximation. Mais ces termes suivent aussi des lois plus com- 
pliquées. 

Voici les résultats de quelques calculs contenus dans ce papyrus: 
table I 2/5=/3-f /15 

table II 2/23zz/12+/276 

table IX, N. 6 9/1 0=2/3+ /5+/35 

table X, N. 21 1— (/3+/15)=/5+/lo 

table XI, N. 24 19/(l+/7)=16+/2+/8 

table XIII, N. 34 io/(l+/2+/4)=5+/2+/7+/14 

La considération de la fonction /a, «le réciproque de a», c'est-à-dire la 
suppression du numérateur de la fraction, lorsqu'il est l'unité, qu'on remarque 
dans Ahmès, a été nouvellement proposée par M. Macfarlane (Educat 
Times, a.l887). 



47 







§28 r 




+ - 


11 X / R r 


^ 10 r = n/N. 


Df 


•i r = 4-Rw— RwtO Df? 


■± R, = Rw<0 


Df 


1 Ex.: §inod P-10 î 


'3 RDRoDr 




•4 n3r 



^ 2. œ,j/£r rj'\ 

•2 oo+j/ = ? r^ s3{n8R . /*+.r, u+x+y sR r)u. f<+ir+y = u+2) Df 

•3 — ^0? = ? r^ ^^(rr+y 1=0) Df 

•4 x—y=zx+(—y) Df 

'•> a7=:y .=: î/en . /<.r, ?/y en .^w- ^^-^ =^^?/ I^f ? 

•6 iz?Xy = ^.y = ir^z3(uen . itXyUxyen r^u, nxy = iiz) Df 

•7 /x^=^i r^ y3(.Ty =1 ) Df 

•8 x/y = xx(/y) Df 

•9 a?+t/ = 7r^ Z3{uen . /lo;, uy en ryi, tix+uy =: no) Df ? 

^ 3. a,6,c£r .3 i a+b sr -î-'S = §n P2-2--3 

i|& 4. .3. M —a er -a--? = §n P3-2--7 

<3|& 5. (r |n)§nP4-0--i 

6. 3. -i axôer •2--7= §xP4-2--7 

^ 7. a fie r-«0 .3 -i /a er •2--6 =: §R P6-2--6 

•7 /•^a=-'/a 
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^ 10. afi,Cjd,afi',c'er r).-. 

•i a — c -=0 r): œer . ax+b = cx+d .=. r= {d — b)/{a — c) 
\ Aryabhata P31 : 
« Par la différence entre des objets [a — c] divisez la différence des roupies- 
[d — b] , que possèdent deux personnes : le quotient [{d—b)l{a—c)] est la 
valeur d'un objet [=x], si les fortunes sont égales [ax^=zcx-Hi] » -l 

•2 œ,ysr . œ+y =a . œ—y =zb .=. a?:=(a+6)/2 . y= {a — 6)/2 

} DiOPHANTUS 1 1 } 
•3 ab' — a'b -c=zO .3- ^yysr . a^+by=c . a'œ-\-b'y =c' .=. 

x= (cb'^c'byiab'—a'b) . y= {ac''-dc)/{àb'--a'b) 
•4 a (a7;y)3[ œ,y£T , -(^=0 . y=0) . ax+by =0 . a'x+b'y =0] 

.=. a6'— a'6=0 
•5 . Xyy,z£r . ,v+5^ =a . ^-ha? =b . â^+y =<? .=. x= {b+c — a)/2 . 

yz= la+c—b)/2 . z=: {a+b—c)/2 \ Diophantus 1 16 1 
•6 0?,!/, J£r . y+z — x i=a . z+x — y =b . x+y — z =c .r=. 

x= (b+c)/2 . y= ... j Diophantus 1 18 j 

'7 x,yjZjteT . y+-3:+/ =a . x+z+t =b . a?4-y+^ =^ • ^'+y+^ =^ 

.=:. 0?= (ft+c+rf— 2a)/3 . y= . . . j Diophantus 117} 
•8 Xyy,Zyter . y+-3^+' — ^ =^ • x+z+t — ^y =b , a;+y+^ — ^ =^ • 

^+^+-2;— ^ =d .=. X =(a+&+c+d)/4 — a/2 . y= . . . 
j Diophantus 1 19 j 

^ 11. afijCe r-cO . a-=6 . 6-=^ . o=a . a+&+<^=0 O- 
I Lucas, Th. des nombres^ a.l891 p.l50 } 
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§29 J^, + X h 

4^ 1. a,6,m,n€N^ r^. 

•0 of^ = a** = l[{xa)7n] j = " a élevé à la puissance m ''} Df 

^ofe. Euclide indique les puissances par une periphase. 

La notation a»» a été introduite dans Tusage commun par Descartes, 
a.l644; nous la suivrons ici lorsque Texposant est simple. 

La notation d(^m se rencontre dans Pell a. 1659 (cfr. Wallis t.2 p.23d); 
mais noufi avons donné la forme |^ , qui est le signe de racine renversé, au 
signe de Pell, qui est la sigle grecque de la terminaison oç. 

Girard a. 1629 indique la même expression par (w)a. 

Dans Chuquet, a.l484 et ses contemporains, la base est sous-entendue; 
elle est Tinconnue du problème. 



M afO=l -2 a[<ni+l) = {a\m)xa Df? 

[ (No, Xa, l)l(*,w,a)§+P3-l-2 .3 P-1-2 ] 

•2i of^l = a* = a . a|^2 = a" = axa 

•22 If^ z= 1** = 1 -23 OfKm+1) = 

•3 O^m £ N, [(No,Xa,l)|(«,t^,a)§+ P6-3 .D- P] 

•4 (a|^)X(a(Vi) = aJ^{m+n) [ -8 ] 

j DiOPHANTUS, Arith., I } 
•5 {axbfm = (af^m)x(6^m) [(No, x«,X&,i)|(s,w,v,a)§+ P6-62 .3. P] 
•6 (C^lfn = C^(niXn) [(No,Xa,m,n,l)l(«,t/,a,6,x)§X Pl-4 .3. P] 

{ EucLiDES IX P3-4, 8, 9, 11 { 

m 2. a,6£N, .3 

•i {a+by = a'+2a6+6» | Euclides H P4 } 

(a+by = a'+3a'6+3a&'+6' { Diophantus IV P9 } 

(a+&)* = a*+4a'6+6aV+4a6»+6* 
(a+by = a»+5a*6+10aV+10a'&'+5a&*+&» 
(a+by = a'+6a'b+lba'b*+20aV+ 15a'6*+6a&»+6« 
(a+by = a'+7a»&+21a»&'+35a*6'+35a'&*+21a»6»+7a6«+&' 
(a+by = a»+8a'&+28a«&»+56aV+70a*&*+56a»&»+28aV 
+8ab''+b* jCont. § Cmb P4} 

} TscHU ScHi KiH a.l303 { 
JTartaglia a. 1556 p. 73: 
«Se una quanti ta sarà divisa in due parti, come si voglia, il cubo censo 

censo di tutta la quanti ta [(a H- 5)"] sempre sarà eguale a questi 13 princi- 

Formd. t.2 n.3 -i 
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pâli producti, cioè al prodiitto (loi cubo ccMiso eenso dt'lla prima parte [a"]. 
Et ai ))rodiitto 12uplo del torzo rt'lato dclla dotta prima parte via la se- 
conda jifirto [12a"&]. Et al produtto dd 6()Ui)lo dol ci'iiso relato délia detta 
prima parte via il ceiiso dclla seconda |(jfi«'%'l , et flnalmcnte al pro- 
dutto del cen. cen. cen. délia accouda parte Ih"]..., et con tal modo potrai 
procedere io infinito. > | 

•H {a+by =z a'+b''+3ab{a+b) 

•12 {a+by+a'+b'' = 2{a*+ab+by 

•13 a\a+by+a*b*+{a+byb* = {a*+ab+by 

•14 {a+by = a*+b'+bab{a+b){a*+ab+b*) 

•15 {a+by = a'+b''+lab{a+b){a*+ab+by 

\ -U-iS Cauchy a.l839 Œuvres I série t.4 p.501 } < 

•16 {a+by+a'+b'=2{a*+ab+b')[{a*+ab+by+4a*b*{a+by] 
•1 7 (fl.+&)«'+a"+6"=(a'+a6+&')'L2(a*+a6+&')'+15a'6»(a+6)»] 

^ 3. a,6,ceN, O- 

•1 {a+b+cy=a*+b*+c'+2ab+2ac+2bc 

•2 {a+b+cy = a''+b*+c'+3{a''b+ab*+a*c+ac'+b*c+b<f) + 

6abc 
•3 » = a*+b''+c'+^a+b){a+c){b+c) 

•*• » +Sabc=a''+b''+c'+3{a+b+c){ab+ac+bc) 

•8 » -)-o'+&'-f c» = {b+cy+{c+ay+{a+by+6abc 

•6 {a+b+cy = a'+b'+c'+4{a*b+a''c+b''a+b''c+<fa+c'b)+ 

6{a*b*+a*c'+b*(f)+12{a*bc+b*ac+c'ab) 
•7 » ' +{a'+b'+(f) = 2{a*+b*+(f){a + b + cy+ 

8abc{a+b+c)+2{a*b*+a*c'+V(f) 
•8 ia+b+cf+a*+b'+(*={a+by+{a+cy+{b+cy+12abcia+b+c) 
•9 (a-f fi-l-cV = a'-f &*-l-c'-}-5(a-f 6)(rt-f c)(6+c)(a*-l-6*-f r'4-a6+ 
ar+bc) 



h 51 

N. + N. X ^ 
^ 4-0 s,ts Cls'N, . a,6£N„ .3 

sf« = s'([V>) . of^ == (a^)'< . ^t= (I^|+)§+P8-3 Df 
-01 a^(s^-0 = (a^s)X(a^O • (sxO"=s''xr 

M N, 3 N,'+N,*+N„*+N„' } Bachet a.l621 p.241 : 

« Omnem autcm nuinerum ve) quadratnm esse vel ex duobus aut tribus 
aut etiam quatuor quadratis coinpoiii, satis experiendo deprehcndis. » { 

■ jDem. Cfr. Fermât t.l p.305; Lagrange a.l770 t.3 p.l89 j 

M 1 (N.+l)' 3 N,' + N." + N„' + K 

t P- Tannery, IdM a.l898 t.5 p.281 { 
-2 -a [N.'x(-iNo+3)]'^(N,'H-N,') j Fermât a.l640 t.2 p.203 : 

« Un nombre moindre de l'unité qu'un multiple du quaternaire n'est ni 
quarré, ni composé de deux quarrés, ni en entiers, ni en fractions ».| 

•3 <î [N,«X(8N,+ 7)] ^ (N,»+N,«+N,«) 

} '^-'A. Fermât a.l636 t.2 p.66 : 
« Octuplum cuiuslibet numeri unitatc deminutum componitur ex quatuor 
quadratis tantum, non solum in intcgris sed etiam in fractis».| 

•5 ra (N,'+N,>N,' j Alchodschandî a.992 \ 

•6 ^ (N/+N//^N,« -7 -a (N,*+N,^/^N/ | Fermât t.l p.327 j 
•8 ns N,+3 .3 -a (N,**+N/*)oN,^ j Fermât t.l p.291 : 

, « Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadrato- 
quadratos, et generaliter nullam in infini tum ultra quadratum potestatem 
in duas ciusdeni nominis fas est dividere: cuius rei demonstrationem mi- 
rabilem sane detexi».| 

^ 5. a,b,m£ ^^r)- 

•01 a'£Nj&' .=. aaNjft -02 a'eN.ô'^ .=. asT^fi 
JEUCLIDES VIII P14-17: 

'Eàv TejQàyœvoç TerQâyœvov fJLergfjj xai fj nXevqà ttjv JiXevgàv jusTQi^aei' 
xal làv fi TiXevgà rfjv jtlevQav /jieTQf}, xal ô xexqâyœvoç xbv rerçâycovov 
licTQijaei. 

^Eàv xvfioç àgi&iubç xvfiov âgi^jadv juetqtj, 



-, xai ô xvfioç rbv xv^ov 



i ae ^^Xb .=. a*^ s N,x6** î Euclides Vin P6 { 

•2 a» s Nj' .3 as N,' j Euclides IX P6 : 

^Eàv àQiê/jLOç éavrbv noXkaTiXaoïâGaç xv^ov noifj, xai avrbç xv^oç êaTai.\ 
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•3 a*+2 e N/.=:. a=b A a*+4 e N,' .=. a=2 ^. a=n 
{•3---4. Fermât a.l657 t.2 p.345: 

€ ... il n'y a qu'un seul nombre quarré en entiers qui, joint au binaire^ 
fuse un cube, et le dit carré est 2ô... > 

€... si on cherche un quarré qui, ajouté & 4 fasse un cube, on n'en 
trouvera jamais que deux en nombres entiers, savoir 4 et 121. >| 

•5 a+l,a*+l£2N,* .=. a=l,w.a=:7 { Fermât t.2 p.434{ 
•6 a*-\-a e 2N,* .=. a=l { » t.l p.341} 

•7 a'+&' e 3N, .3. a,be 3N, . a^W e 7N, .3 a,be 7N, 

î Cont. §Np P5-1 j 
•8 2x(N;+N,') 3 N.'+N.» -81 (N,'+N.')X(N.«+N.') 3 N;*+N * 
'9 a* e 5N, w (5N,+1) { Cont. §Np P5-2 | 

N, H ^ n X ^ 

4( 11. a,bsn . m,néN^ .3- *0-*2 = P10--2 -3 a*" en 

•4-'6 = P1-4--6 -1 {—af = a* 

•71 (— a)|^(2m) = aft2m) -71 (—afi2m+l)=z — a^2,n+l) 

12-13. a,&,cen .3 P2-3 

^ 14. a,b,c,d,e,f^,h,a',b',c,d:,e',f,g',h',p,qen .3 

•01 (a+6)(a— 6) = a»— &• 

•02 (a+6)*+(a— 6)» = 2{a*+b') \ Euclides H P9 { 

•03 (a+ft)'— (o^ft)» = 4aô { » » P5 1 

•0* (a— &)»+(&— c)»+(c— a)» = 

2[(a— 6)(a— c)+(6— a)(6— c)+(c— a)(c— 6)1 
•05 (a-by+ib—<:y+{c—af+{a+b+cy = 3{a*+V+<*) 
•06 (a+6+e)»+(a+6— <;)'+(a— 6+c)»-K— o+6+c)*=4(a»+6«+c^ 
•07 (-a+26+2c)*+(2a-6+2c)*+(2a+26-c^ = 9(a*+6»+c») < 
•08 (a+6+c+rf)'+(a+&-c-d)*+(a+c— 6-d)'+(a+d— &— c)*= 
(— a+6+c+rf)'+(a— &+c+d)*+(a+&— c+d)'+(a+6+c— <)•= 

4(a»+6'+c'+<P) ILegendre a.l816 p.8( 

•09 a+b+c+d+e=6m r). a*+lf+c'+d^+^= 

(2m—a)*-\-{2tn—b)*+(2m—c)*+(2m—d)*+(2m—e)* •< 

{ •7--9 Euler a.l750 CorrM. t.l p.515 j < 

•10 (a*+ab+b*){a^b) — a'— 6' 
•11 a*(6— c)+6'(c— «)+c*(a— 6) = {a—b^a—cyp—c) 
•12 a(&*— 0+&(c'— a')+c(a'— &*) = (b—aXc—aXc—b) 
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M 3 {a+b+cf—{b+c—ay—{c+a—b-f—(a+I)—cy = 2iabc 

} Cauchy, Exerc. a.l841 t,2 p.l44 j 
M 4 a'+ô'+c*— 3a6c = (a-f ft+cXa'+ft'+c'— a&— oc— ftc) 
M 8 o*+6'+c'+(f — 3(a6c+a6rf+acd+6«f)=(a+6+c+d)(a'+ 

6*+c*+d* — ab — &c — ca — ad —bd — cd) 
M 6 (a+b—cXa—b-\-cX—a+b+c) = 

a\b+c—a)+b\a+c—b)^c\a+b—c)—2abc 
•17 {a—bf+ib—cf+{c—af = ?i{a—btb—cic—a) 
-21 (a'+rt*&+a6*+&'Xa— &) = a*— 6* 
•22 (a*+ai<+&V-(a'— n&+6»)'=4a&(a'+i>') 
•23 a{a—2bf—b{b—2af=(a—bXa+bf 

-24 (a*+&V = (a'— 6*)*+(2rt&)' } Euclides X lemma P29 j 

) Cette P a été attribuée à Pythagore et à Platon par les commentatenrg 

d' Euclides. Voir Proclus éd. Friedleiu, Lipsiae a. 1873 p.418; Euclides t.5 p.214| 

< 

-25 a'+ib' = {a*-{-2ab+2b*ia*—2ab-\-2b*) 

} EULER a.l742 CorrM. t.l p.l45 j -«1 

•26 a^-ifa*l^Jcb'' — {a*-\-ab +b*){a*—ab-{-b*) 
•27 a*+?>*— a6(a'+6») = ia—b)Xa*+ab+lh 
•28 (a+?>)*-(a-&)*= 8a&(a'+i>') < 

î Cauchy Eserc. a.l841 t.2 p.l44 } <i 
•31 0(6— c)'+6(c-a)'+c(a— &)• = {a—bXb—cXc—aXa+b+c) 
•32 a\b—c)+bXc—a)+c'{a—b)={a—bXa—cXb—cXa+b+c) 
-33 (a+b+cXa+b—cXa—b+cX—a+b+c) = 

2(a*b*+a*c*+b*(f)—ia'+b*+c') = (a»+6'+0*— 2(a*+6*+c») 
•34 lia—bf+{b—cf+{c—aff = 2[{a-br+{b—cf+{c—a)% 
•4 1 (a'+fi'Xc'+d*) = {ac+bd)*-\-{(id—bcf = {ac—bd)*+{ad+bc)* 

{ DlOPHANTUS III P22 j 

•42 {a*—h%c'—d^ = {ac—bdf—{ad—bcf 

-43 (a'4-6'+c'4-d*)*=(a'+6»— c'— d*)'+(2ac±2M)'4-(26c+2ad)» 

t P. Tanneby IdM a. 1898 p.282 j 
•51 (a*+cb'X«"+'^&'*) = (rta'+P^^74-c(a6'— a'i»)' 
-52 » » ={aa'—cbb'f+c{ab'+a'b)* 

•53 {a*+b*+(*Xa'*+b'*+c'*)-(aa'+bb'+cc')* = 

{ab'~a'b)*+{ac'—a'cf+Q)(f—b'cf 
•54 (a*+&*+c'+rf^rt"+6'»+c"+d") = iaa'+bb'+cc'-i-ddy+iab' 

—a'b+cct—c'df+iac'—a'c—bâ+b'd)*+{a<^—a'd-\-bc'—b'c)* 
j EuLER, Demonstratio theorematis Fermatiani Novi Comm. 
Petrop., t.5 a,1754 p.54 ( < 
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•85 {a*—pb^—qc'+pq(F){n'*—ph'*—qc'*+pq^ = 

{aa'+pbU±q{cc'+p(ld')f—t){ab'+a'b±q(cct+(fd))'' 
—q{ac'—pbd'±ia'c—pb<r)f+j}q{bc'—ad'±(a'd—Vc)y 
j Lagbange a.l770 t,3 p.20l j 
•6 ia*-{-b*+c*+(P+é'+r+!I*+f''Â«''*+V*+c'*+d''+(/*+r+g^+h'*) 
= {aa'+bb'+cc'+d(r+<'e'+fi*+gg'+kh'f 
+ {ab'—ba'-\-cd:—dc'+ef'—f^^+gh'—hgy 
+ {(w+ba—ca'—db'+eg'—fh'—ge'-^hf)* 
+ {ad'+bc'-cb' -da'+eh'+fg' -gf-hej 
+ {a(''-bf'+cg'-dh'-m'+fb'-gc'-{-hd:y 
+ {af-\-bé-ch'-dg'-d>-fa'-\f-9<f-\-hc'f 
4- {ag'-bh'-ce'+df +ec'-fd'-ga'+hb'f 
+ {ah'+bg'+cf+d(^ -cet -fc'-gU -ha'}* 
{ Degex, Mém. de l'Acad. de St. Petersbourg, a.l822 t.8 p.4 { < 
j YouNG, Proc. Irish Academy a.184'? t.3 p.527. Graves, id. 
YouNO, On an l'^temion of a Theorem of Eider, wifh a 
Deteriiiination of Vie Limit bcyond xohich ?7 /ô//.-). Trans. Irish 
Academy a.l847 t.21 p.311 j 

•7 a\b*—<*)'\-b\(f—a*)->r(f{a*—h*)=ia--b){fl—ctb—c\nbJ[-ac-\-hc) 
•71 a''+b*—ab{n^-\-b*) = {n-\-bin—b)\a*-\-b*) 
•72 a'+Z;'— a&(rt»+b») = {a^b)[a—b)\a*-\-ab-'cb*){a*—ab-\-b*) 
.73 a^-\-b*—ah{a'-\-b'^ — {a+b){a—bf{a*+V'Xa'+b') 
•74 3(n+b-{-cf={,a+b-cf+ib+c—a)''+{c+a—bf-\-S{ab+ac+bc) 
•75 a'+b'+c^={a+b+cXa—b—c)(b—c—aXc—a—b)+ 

2{aV+bV+c*a*} 
•76 {a+b+cf={a+b-cf+0+c-fif+{c+a-bf+8Oabc{a*+b*+c') 

j Cauchy Exercises a.l841 t.2 p.l44 j 
•77 {a*+b'ia+b)-2ab{a*+b')={a—b)Xa+bXa*+abWÀa*—ab-\-b*) 
•78 ia*WXa+b)—ia*+b*y^a''+bf')—{a—bfia+bXa''+b*)ab 
•781 (a+b+c)''—(a+b—cy—(a—b-\-c)''—(—a+b+cy = 

{ Lamé a.l840 JdM. t.5 p.l97 j ^ 

•79 œ=ab . y=(a+b)b . zz=a{a+bXa''+ab+2b*) . 

io=a*+abW D' «*+y'+2*=to* 
•8 (a'+a'&+a&'+Z;')'+(a'-a'&+rt&'-&')'=2(a»4-6')' 
•81 {a'+a*b-alf-by-{a'-a''b-ab*Wf=-iab(,a*-by 
•82 {a*-\-a*b—ah*W^—{a*—a*b-ab*—b*)*=4taHa*-\-l^a*—b*) 
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•83 (a»+rti<'-aV+ai<'4-67— <a'-a'6-aV-a6'+&*)»= 

^abia^+VXa'—aV+b') 
•84 {a'-\-a''b—a*b*—ab''+b'f—{a'^a'b—a*V+ah'+b'f= 

4al){a'—b''la'-cî'b''+b') 

^ 15-0 se Cls'n . teCls'N, . «en . be'N, O- ^^'^ 

•1 n 3 n'4-n*+n'4-n'+n' | Oltramare a.l89n IdM p.25,166 } 

a,6£n 3. -2 (2a— 1)'— 1 £ 8n 

•3 a\n*—l) e 12n } Leibniz MafhS. t.7 p.lOl j 

•S aV— l)fi60n . «•(«»— 1)(«*— 16) e 3600n 

•6 a'(a'— 2)(a*— l)(a*— 16) s 2ô200n 

•7 a'(a*— !)(«'— 9)(a*— 16) e 46800n 

•8 ab{a*+b^a*—b*} s 30n 

N. -1- X / R ^ 

^ 21. a,66R . /y<,neN, .3 -o-'g = P1-0--2 -3 a^m sR 
•*--6 = P1-4--6 -7 /(«'") = (/rt)"' -71 {a/bf = oT/b"' 
•8 a'' = /ar Df 

H n R r f^ 

% 22. ■ «,6£R . «i,n£n .3. -1 a"' £R -2 «"'a"=a"'^" 

•3 (oft)" = a-''^"" -4 (a"')" = rt"'" *5 a-'" = /a'" 

•6 aya*" = a"""' 

j ChUQUET a.l484 fol.87: «qui partit .72.' par .8.» Il treuue ala part 
•9.s.m , [Version: (72a3«)/(8a;«) = 9a5-'i) ] I 

4& 31-34. (r|n)Pll-14 

4& 35. afir-tO.wfiN, .3. P21'8 Df 

a,b,csr-cO . m,nsn .3- P22 
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§30 ^ > 

* 1. N, + ^ 

apyCyd £ Nq ry, -0 V^a .=. a^6 .=. he a+N^ Df 

JVbfe. Les signes > et < ont la forme fF et § dans Girard, a.l629 fol.B; 
1~ JZl dans Oughtred a. 1631, qui a aussi introduit des signes correspon- 
dants à ^ ^ (Clavis Math. Londini a.l648 p.l66) ; et la forme actuelle dans 
Harriot a.l631, p.lO. 

Nous considérons le signe ^ comme un signe simple. 

•Oi a^O -02 a!^a -03 a^h . 6^a .=. a=b 

[ x^ys^Q . c= b+x . 6= a+y O. c= a+y+x = <7-Kx+.y) .3. c^a (1) 
(1) . Elim(a^;2/) O- P ] 

•2 6^a .=. b+c ^ a+c 

[ X£^Q . 6= rt+x .3- ^c = a+2C+c =: a+c+ir .3- &-K ^ o+c (1) 

xs^Q . 6-fc = a+c+ac . §+ P4'51 .3. 6= a-\-x .3. ô^a (2) 

(1).(2) . Elim ce .3. P ] 

•3 b^a . d^c .3 ^+^ ^ ^+^ 

[ Hp . P-2 .3. ô+€?5 a-f^ . a+ci ^ a+c . P-1 .3. Ths ] 

* 2. N, + N, > 

ajbjCjdeN^ 3" '^ ^>^ •=• ^^^ •==• ^^ ^+N, Df 

•1--3 = O I ^)PM--3 

•4 a=b .w. a<& .w. a>& [Dem V. F,N2P151] 

•5 b^a .=. b>a .w. b=a Df ? -6 b>a .=. -(&:Sa) Df? 

N, + N, - n > 

^ 3-0 ir,y£n Q: J?>y .=. j/<a7 .=. ^£ y+N, Df 

•01 a,6£N, .3 +a>+6.=. a>& : 4.a>— & : — a>— 6 .=. ak^ô 

a,b,Cyd£n .3 *^-*6 = P2-1--0 

•7 a>&.=:^£No.ir+a,ir+&£No.3r .a?+a>â?+& Df? 

•8 a::>b.=. — a<i—b .=. a— 6>0 

•9 a>b . c<d ry. a—c^b—d : a<J) . c>d .'^. a^c<b—d 
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+ N, X > 

^ 4. afi^Cjde Nj .3 

•1 a>>6 .=. ac i> hc '2 a>>6 . c>>rf 7^, ac^hd 

^ 5. afien . ceN^ .^r a>6 .=. ac > &(? 

-h N, X / R > 

^ 6. a,6£R Q: -0 b>a ,=. a<fe .=. tea+R Df 

•ùl 6>>a .=. w£N, . ua, ub e N, . "^u . w6 > ua Df ? 

M--3 = P4i--3 

^ 7. afi,c,ds^i O- 

•1 a/b^c/b .=. a>c : a/b>a/d .=. &<cî } Euclides V PIO { 

•2 a/6 >> c/d .=. ad >• 6c 

•3 a/b = c/d . a>6 . a>c .|3- ^+d > b+c \ Euclides V P25 { 

'4 a/{a+b)<{a+c)/{a+b+c) 

•5 a/b <c/d.'^. a/b < (a4-c)/(6+cZ) < c/d j Chuquet p.653: 
« La rigle des nombres moyens. Numérateur auec numérateur se adioustent 
-et denorateur auec denoîateur. » | 

^ 8. a,b,c,d£R Q. -i-'ô = P2-1--6 
'7 6>a .=. /6 < /a .=. b/a >1 

•8 a>6 . c<jd .3- V^ > b/d ' o<3> • ^>^ O- V^ < V^'^ 

•9 a<;6 .=. a Br^ x3(a<^x<CJ)) 

•91 a<;6 . m,n€R .3- ^ï<! (ma+n6)/(m+n) <;6 

^ 9. a,ber Q: -0 6>a .=. 6e a+R -oi-'S = (R,r) | (N„n)P3 
-9 6>a .=. a (a+R)«(6— R) 
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N, + X ^ ^ 

^ 10. a,6£N. O. 

•01 a^+b* ^ 2ab [ Hp O- (a— 6)*^ O- Ths ] 

•02 2(a'+Z>'^ ^ (a+6)* [§|spu-02.D.P] 

•03 {a+by ^4ab [ §fv Pi403 o. P ) 

• 04 2(a'+6') ^ (a+&)(a» + i^*) [ 2(a3+6')-(a+ô)(a'+6') = («-6)^(a-h6) ^ ] 
•05 4(a'+b^ ^ (û^+&)' [ P-4 O. 4(«3-^./;3) ^(«^5)x2(a'+6^ . P02 .3 P] 

•06 a'+// ^ afc(a+6) } Harriot p. 79 } < [P05O.P] 

•07 3(a*+aV+&*) ^ (rt*4-a&+6')' j Bertrand a.l855 p.l42 | < 
•08 2{a'+aV+b') ^ Sa/Xa^+ft") 
•09 A(a'+ab+by ^21a'b\a^+by | Harriot a.l631 p.Bo j < 

a,bj€£Ni .^. 

•i 1 a^+b^+c^ ^ ab+ac+bc [ Hp 3. («-6)-^-Hrt— c)^+(6— c^)50 O- Ths ) 

•12 3(a»+6*+c') ^ (a+ft+r)' ^ 3(r(&+ac+&r) 

•13 a^b^c . a+b ^c .3 2{ab+ac+bc) ^ a'+6"+c* 

•15 3(a'+i>'+r'') ^ (a4-&4-6')(a'+?>'+0 

•46 2{a'+b'+r')^a\b+(^+b\c+a)+(f{a+b) [ p-i5.D. P) 

•1 7 3(a'+i;'+6-') ^ (a+b+cXab+ac+bc) [ p-il . P-15 3. P 

•i 8 9(a'4-?;»+6-^j^(a+?>+c/ [ p-15 . P12 3. P ] 
•19 a\b+c)+b\c+a)+c\a+b) ^ 6abc 

[ a\b-\-c}-\-b\c-^a)+€''\a-\-b)—6abc = a(6— c)^-h6(c— a)«-l-c(a— 6)« ] 

•20 a^+b^+c^ ^ 3a&c [ p-i6 . P-19 3. P ] 

\ •11-1 2-1 9-20 Harriot a.l631 p.84 j < 

•21 S{a'+b'+(f') ^ 3{a+b){a+C){b+c) [ p-i6 . P-20 3. P ] 

•22 (a+b+cXa^+b^+c^) ^ 9a&<? [ P-19 . P-20 3. P ] 

•23 2ia+b+c;(a'+b'+(f)^3y{b+c)+b\c+a)^^^ IP-6 3.P1 

•24 (a+b+c/ ^ 21abc [ p-i9 . P-20 3. P] 

j Harriot a. 1631 p. 85 : « Si quantitas secetur in très partes inae- 
quales Cabus è tertia part« totius major est asolido è tribus partibus inaequa- 
libus. Si sint quantitatis très partiîs inaequales p, q, r, est... 

p+q+r 



p+q+i 

p+q+r 
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•15 {a+bXb+c){c+a) ^ 8abc [ P-19 .3 P) 
•26 a'+b'+(f+3abc ^ a\b+€)+b\c+a)+(^{a+b) 

•27 a^b^c .3 a^b+b*c+c^aa^^€+b^a+(fb [ §|vpi4il .3. P 1 
•30 (ab+ac+bcf ^ 3abc{a+b+c) 
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•31 a*+6*+c*^a6c(a+6+c) 

•32 (a+b+cXa'W+c^) ^ (a'-f 6'+c»)* 

•41 4(a'+6'+c*+cP) ^ (a+&+c+d)' 

•42 3(a'+6'+c'+£?) ^ 2{ab+ac+ad+bc+bd+cd) 

•43 3(a+&+c+d)* ^8( » » ) 

a,b,c,d,e,feS, Q. •si (a'+b'+c')x(rf'+e'+n^(«rf+ft^+<?/')' < 

^ 11. a,6,w,«eN, .3 •! a>& .=.«">> ft"" 
•2 a>l .3 m>« .=. a" > a" 
a-=b.3. •S a^+'+ft*»^' > ai<a'"+&'") 

[ rtm+2+6m+2 _ a&(a'»+6>») = (a— 6)(a"»+i— ô-n+1) ] 

•4 2"*-'(a'»+&'»)>(a+6r 

N. + - X ^ > 

4& 12. o,6,c£N, . ^a=b=c) .3 

•1 («+&— c)'+(a+c— &)'+(6+c— a)' > ab+bc+ca 

•2 aftc>-(a+6 — cXa+c— &X&+C — a) j Bertrand a. 1855 p. 142 ) < 

[(6+c— a, a+c—b, a+6— c) |(a, 5, c) PlO-25 rj. P] 
•3 (a— 6)»(a+&— c)+(6— c)*(6+c— a)+(c— 0)^+0— ^) >0 

+ - X /Rh > . 

4I& 13. (R I N,)P10 

4I& 14. a,6eR,w,«£Ni.3.PlM-^4 

lut 15. 

•1 m£ Ni+1 . a£R .3. (1+a)" > 1+ma 

•2 . a<l ,3 (1— a)" > 1— ma 

•3 a,&£R . a<C.b . /«£N, .3- a R" oc3{a<Cx^-<ti) 

•4 a,&£l+R .3. aN„'^a;3[a•'^6<a°"'] "g. 
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§31 - 

N, + N, n - 

'0 asn.be a+N, Q. a-b = (a+N,) -(&+N,) Df 

M oen . 6eN, .3- «"•(a+ft) = rt+(0'"&) . a—a = ia 

Note. a'"b, qu'on peut lire " de a hb ", désigne l'ensemble des nombres 
a, a+1, etc., 6. Ex.: §Num P'02, §.? PI, ... 

•2 a,ben . ce a+N, .de 6+N, .3. (a"r)+(&-rf) = (a+6)-(c+«0 
•3 a,ben . ce fc+N, O- «+(^'"<^') = {(i+b)-{a+c) ) Distrib(4-,;")} 
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§32 Num infn 

No + N, X R r [^ :^ < - Num infn 

apE Cls ry, -0 Numa = Num6 .=. a (aj6)rcp Df 

•01 Numa =0 .=:. -a a Df 

•02 mfiN^ .3- Numa=m .=. a (af 1— m)rcp Df 

•03 Numa £ infn .=;. a Cls^ u3{yryi . w-=a . Numw=Numa) Df 

•04 Numa ^ Num6 .=. a (aj6)Sim Df 

•05 Numa<;Num6 .=. Numa^^Numô . Numa-c=Num6 Df 

•11 Numa =1 .=/. aa : x^yea ryc,y> a!=y 

•12 wfiNj ,3- Num l*"m =m 

•2 Numa € No w infn 

•21 NumN, = NumNo [+« (NojNOrcp] 

•22 Num No e infn 

Numa, Numft e No ry, -3 -a a6 .3 Num(aw6) = Numa+Num6 

•31 Num(aw6)+Num(a^) = Numa+Num6 

•32 Num(ag&) = Numa+Num(&-a) "g, 

•33 Num(a-&) = Num(&-a;) .=. Numa = Num6 'g, 

•34 Num(a!6) = NumaxNum& 

•35 Num(Cls'l-m) = 2f^ < 

iryi .^: -4 Num6 ^ Numa ^41 Numa aNç .3 Num& fiNo 

•42 Numa = Num No . Num6 e infn .3 Num6 ==;: Num No 

•5 Numa=NumNo . Num6 eNo 3- Num(aw6) = NumNo 

•6 Numa = Num6 = Num No 3- Num(aw6) == NumNo 

•7 Num No = Num n = Num(No î No) = Num R = Num r 

•71 msNi ry. Num(No F 1-m) = Num No 

•8 Num (Cls' No) -= Num No 

jG. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, J/3f a.l877} 

Note, « Numa » signifie « nombre (numerus) des a » . Il est un No, ou un 
infini. Ces infinis ne sont pas tous égaux. 

La définition '0 est exprimée par les seuls signes de logique; elle est 
donc indépendante des idées primitives 0, Nq, +. On pourrait commencer ici 
l'Arithmétique. 

Elle est une Df par abstraction, c'est-à-dire que nous ne pouvons paa 
écrire une égalité de la forme 

Num a =r (expression composée avec les symboles des §1-31); 
mais que noxx^ détinissons seulement l'égalité « Numa = Num6 ». 

Le nouveau symbole Num remplace les deux signes num et Ne* de F,N2. 

La condition Numa =: Num Nq est exprimée par plusieurs A. sous les 
formes « l 'ensemble a est dénombrable » ou « il a la première puissance » * 
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§33 2: 

N, + N, •" Num 2: 

^ 1-0 weN, ./fe N.fl-(m+l) .3 

2:{f, 1-1} = n . 2:(f,l-{m+l)) = i:(f,Vm)+f{m+l) Df 
weN, . /3s N, f 1-m Q. i 2:{f, l-m) eN, 
Ml /'l+/^2+...+/"w = ^'(A l-»0 Df 

•2 fife [(l-m) f (l-wi)]rcp .3 2:(fg, l-m) = Z(f, l-m) 
•3 m,?t£N, ./eN,f[l-(m+n)] Q. 
21:/; l-(m+n)] = Z^, l-»0+-S[/lm+r) [r, 1-n)] 

/•^eN/l'-m O. -4 /H-^ = (/•r4-fl'^)|r Df 

•41 Z(f-\-g, l-m) = Sif, l-m) + 2(3, 1-w) 

'8 «e Cls . Numw cN, . lie N,fe* .3 
2'(;i,M) = 7 .T3[/'£ (m f 1 •"NuraM)rcp 7^f . a?= 2:(/i/; 1 -NumM)] Df 

2;(A,«) = i:\h, vT'xaiha; -=0)] Df 

•7 M£ Cls'N, . XumM eN, 3- 

2:w = 7 œ3[ fe {a f 1-Num w)rcp r)f. x= Zif, 1-Num«<)] Df 
•71 Hyp P-7 3. Zu = 2;(idem, m) Df? 

•n MeCls'N, .NumwcNi. ;?e(N/«)Sim 3 2:(A,jO = 2:(^'m) 

^ofe. Pour indiquer la somme des valeurs d'une fonction, f, lorsque 
la variable prend les valeurs 1, 2,... m, on a les notations: 

m 

fl+r2+...+fm = ^rfr = Z(f, l-m) 

(1) (2) (3) 

La notation (1), très commode dans quelques cas simples, est insuffisante en 
général. Car par ex. la formule l+2-f-...+l nous indique la somme d'un 
ensemble ed nombres, dont on connaît le premier, le second, et le dernier, 
mais on ne connaît pas les autres termes, ni leur nombre. 

On tourne cette difficulté par le signe .J*, qu'on rencontre dans Lagrange 
a.l772 t.3 p.451. Dans la notation (2) le signe 2 porte trois indices, la 
variable r contenue dans /V, et les deux limites 1 et w de r. On généralise 
en supposant aussi variable la limite inférieure du X La r est, dans la (2), 
«ne lettre apparente. 
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Mais il y a des cas où l'on doit considérer la somme des valeurs de la 
fonction f, lorsque la variable prend les valeurs appartenant à une classe 
u. Nous indiquerons par Z(f,u) cette somme, en écrivant le signe 2* devant 
le couple des lettres f,u dont la somme dépend. Si la classe u se réduit à 
l-"?n, on a la notation (3). 

Lorsque l'on donne le terme général fr, on obtient le signe de fonction 
sous la forme (fr)\r, 

La P-0 définit par induction la somme 2'(/*, 1—m). Ex.: P4-2-3-4. 

La P-11 introduit la notation (1), dont nous ferons usage dans quelques cas. 

•2 «Une somme est indépendante de l'ordre do ses termes.» 

•5 « Soit u une classe, contenant un nombre fini d'individus, et h le signe 
d'un nombre fonction définie dans la classe u. Ordonnons les objets de la 
classe Uy c'est à dire établissons une correspondance réciproque f entre les 
u et les nombres l"- Numu ; la somme 2 {hf, 1" Numw) a une signification, 
par la P-0. La valeur constante de cette somme, quel que soit l'ordre f 
choisi, s'appelle S{h,u), qu'on peut lire « somme des valeurs de la fonction 
/*, lorsque la variable prend toutes les valeurs dans la classe w». 

Si l'on remplace u par la classe l*"m, on retrouve le symbole défini par 
la P*0. On peut remplacer u par une autre intervalle, p. e. 0"'n (Ex.: P2, 
P13, P15\ ou pj^r une classe quelconque (Ex.: §/TP7, §<PP-5, §Determ P-0). 

On peut indiquer le couple formé par une fonction f et la classe des va- 
leurs de la variable par une lettre |,seule, qui représente une fonction F. 
(Ex.: P12, P20). 

P-6. « Si classe u contient un nombre infini d'individus, mais si le nom- 
bre des individus de la classe u, auxquels correspond une valeur non nulle 
de /i, est fini, alors 2{hjU) indique la somme des valeurs de la fonction /*, 
lorsque la variable prend dans la classe u les valeurs auxquelles correspond 
une valeur non nulle de 7i. » Ex.: §EP4. » 

P*7-*71. «Soit u une classe de nombres, en nombre fini. 2u indique leur 
somme. >» Ex.: P4-1, Pll-2. 
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n^ * 2. (n|N^Pl 

♦ 3. X £ 

«iÊNi./"eN.fl-»è.a£N, Q. i axf=[ax{frj]\r Df 

•2 ax2:(f, l-m) = i:{axfy 1-m) 

•3 in,n £ Nj . /JE N, f 1-m .getff^f l-n .3- 

2:(f, 1-m) X 2:(g, l-«) = ^ t -^ [ (/>• X gs)\s, 0-n ] [r, 0-w j 
•4 axm = JS 1 (la F 1-wt) Df? 

n X ^ » 4 = (n I N„)P3 

♦ 5. X/JS 

»ieN, .3 i 14-2+3+...+WI = Z 1-m = w(»>+l)/2 
•2 2I(2r-l) I?-, 1-m] = 14-3+5+...+(2m— 1) = m* 
\ PM--2. Pythaqobas; Cîfr. Theon Smyrnaeus p. 27, 28 ? } 
•3 ^r(r+l) \r, 1-m] = lx2+2x3+...+?n(m+l) = 

m(»i+l)(m+2)/3 j Aryabhata P21 j 

•A 2:[r{r+i){r-\-2) \r, 1-m] = m{m+l){m+2){m+S)/4 
\ ALQâCHftNl a.l589 p.247. j jCont. §77 P5-1 { 

R 2: ^ 6-7 = (R I No)Pl.P3 

r -S ♦ 8-9 = (r I No)Pl.P3 
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^ 10. N. + 1 ... X xh - 2: 

neN, ..a£(0-9)f(0-n).3 
a^...a/i^a^ = ao-|-a^X+a,X'+...+a^X'* = 2:{ a^X" |r, 0-n ) Df 

^ofe .swr les systhnes de numération. 

Cette P donne la définition symbolique de notre système de numération. 

Le mot « chiffre » correspond au symbole 0"*9. Si a et 6 sont des chiffres, 
ah désigne aX-fô. Mais par la §XP1'0, ah a aussi la valeur ax&. Cette re- 
présentation par le même signe de deux objets différents, commune à tous 
les livres, n'a pas apporté des sérieuses difficultés; et en apporte moins dans 
notre travail, où figurent rarement les nombres écrits dans le système 
décimal. 

Les anciens Egyptiens avaient des signes pour indiquer les unités des 
différents ordres. Un nombre est alors exprimé comme somme de ces unités 
(M. Cantor, p. 44). Si l'on remplace les signes qui représentent 10, 100, 1000... 
par X, C, M, le nombre 1898 sera représenté à la façon des égyptiens par 

, , CCCC XXXX IIII 
^ CCCC XXXXX IIII 

Le même système fut en usage chez les Babyloniens, les Phéniciens, etc. 

Les Etrusques et les Romains ont représenté 1 par I, 10 par X, 100 
1000 par des signes, qu' on a dans la suite déformés en C et M. Ces signes 
sont, selon M. Lindemann, d'origine égyptienne. Ils ont introduit des si- 
gnes, moitiés des précédents, pour représenter 

5z=V, 50 = L, 500 = D. 

Les Grecs ont attribué aux lettres de leur alphabet une valeur numérique: 
a = l,)5 = 2, ...,^ = 9, ( = 10 

X = 20, A = 30, ... q = 90, e = 100, a = 200, .... a = 1000, .... 
P. ex. .acoqi/' = 1898. 

Le même système de numération est encore en usage chez les Arabes, 
concourremment aux chiffres indiens; ils ont remplacé les lettres grecques, 
de a à jr, par les lettres arabes correspondantes. 

Dans ces systèmes un nombre est exprimé par là somme des nombres re- 
présentés par les signes simples. 

Les anciens peuples ont aussi fait usage de chiffres négatifs, indiqués 
par la position à droite du nombre supérieur chez les Etrusques, à gauche 
chez les Romains, par un signe spécial chez les Babyloniens. 

Les Chinois et les Japonais se servent de signes simples, ayant la valeur 
de 1, 2,... 9, X, C, M, par lesquels je les remplace. Les signes pour re- 
présenter 1, 2, 3 sont 1, 2, 3 barres, comme chez les Egyptiens et les 
Romains. Le nombre 1898 est exprimé, sauf la forme des signes, et en 
substituant les lignes aux colonnes, par 1M8C9X8; c'est-à-dire comme somme 
et produit des signes simples. 

Formul. t.2 n.S 5 
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Dans tous ces systèmes il n* y a pas de 0, ni de valeur de position des 
chiJBfres. L'introduction du 0, l'indication des puissances de la base par la 
position des chiffres, et la suppression des signes simples pour les re- 
présenter s'est opérée chez les Indiens vers l'a. 4-400 (M. Cantor, p. 569), 
d'où elle s'est répandue chez les Arabes vers l'a. + 800, et en Europe vers 
ra. 1200. 

La valeur de position est la même, soit chez les Hindous et les Européens, 
dont l'écriture est dirigée de gauche à droite, soit chez les Arabes, dont 
l'écriture est dirigée en sens contraire. 

Dans l'A. chinois, cité à la P2 du §|^, il y a le 0, et la valeur de position 
des chiffres, qui ont à peu près la forme 

_i .ii_ .m im r TT Tff mî 

012345678 9. 

Cette forme, semblable à la notation des Romains, est la représentation 
graphique du « Soan pan » ou abaque des Chinois. 

La division des nombres en tranches de trois chiffres nous vient des 
Romains, qui comptaient par milliers. Les Grecs comptaient par myriades, 
ce qui correspond à lire les nombres par tranches de 4 chiffres. Ainsi opère 
Archimedes, dans !'« Arenarius » (ymjnfitrrjç) pour lire des nombres jusqu'à 
64 chiffres. 

La numération parlée appartient au domaine de la philologie. 

Arîabhatû a attribué une valeur numérique aux sons de la langue san- 
scrite, afin d'apprendre par cœur des tables de trigonométrie et d'astronomie. 
(Cfr. RODET, Journal Asiatique, a. 1880). On a proposé des systèmes ana- 
logues chez nous. Voir F,N2 PllO. 

Pour réduire les conventions sur les chiffres au plus petit nombre pos- 
sible, il faut choisir pour base de numération le nombre 2. Ce système 
de numération a des propriétés curieuses. Voir : 

Leibniz, MathS. t.7 p.223-243. 

E. Lucas, Récréations viathématiques, a.l891, t.l p. 145. 
et ma publication La numerazione hinaria applicata alla stenografia^ Atti 
Ac. Torino a. 1898. 

Deux signes suffisent pour indiquer les nombres dans la base 2; p. ex. 
un signe visible, et l'absence du signe. Un nombre écrit dans la base 2 
est aussi écrit dans les bases 4, 8, 16,..., si on le décompose en tranches 
de 2, 3, 4,... chiffres. 

Sans changer la base du système de numération, Cauchy, par l'intro- 
duction des chiffres négatifs, a réduit de moitié le nombre des chiffres 
(Œuvres, 1 série, t.5, p. 434). 
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^ 11. »tcN, .3 

•1 2: {1-my = l»+2'+... + /n' = »«(///.+l)(2w+ 1)/6 
I Archimedes, De apiralibus, PIO } 
I Aryabhata P22: 

« Le dernier terme, celui-ci plus 1, celui-ci plus le nombre des termes; du 
produit de ces trois nombres prenez le sixième, c'est le volume de la pile 
des carrés. » | 

•2 2 (1-m)' = l'+2'-f ...-f w' = (1-f 2-f ...+m)' = >»\m+l)y4 
t NicoMACHUS a. 50'"' ?, Arith., II, 20. Aryabhata P 22 j 
•3 2:[ (2/'-l)'|r, l-m] = l«+3'+!V+...+(2m-l)' = »!{4/h'— l)/3 
^"•((2r— D'I?-, l-m\ = î*+3''+b'+...+{2,n—lf = m\2in*—l) 

}lBN At.banna, a. 127.^?; Le Tnlkhi/s d'Ibn Aïbanna 
publié et traduit par Aristide Marre, Borna 1865. Atti Ac. Pont. 
X. Linc. 1. 17, a.l864î 
•4 CCS N,' .3. a (N.'F 1-9) >^ f3{x= Zf) 
t Warisg a.l782; Jacobi a.l851; OLTRAMAKEa.l895IdM p,31 | 

4k 12. »i,«£N, . .s„ = ^ (1-nr .3 
•1 s» = n(n+l)(2n+l)(3?j'+3«— 1)/30 

t ALQâCHâNÎ p. 247 } 

j Fermât a. 16.% t.2 p.69 : 

< Exponantur quotlibet numeri in progressione naturali ab imitate; si 
a qnadmplo ultimi, binario aucto et in qnadratuui trianguli numerorum 
ducto, dcmas summam quadratorum a singulis, fiet quintuplum quadrato- 
qnaâratonun a singulis. > | 

S, = n'(n+l)'(2n'-|-2n— 1)/12 
s,= «(n4-lX2n-l-l)[3n'(rt4-l)'— (3»*+3rt -l)]/42 
s, = n*(»-|-l)*[3>ï»(/<+l)'— {2"'-f-2«— 1)]/24 
s, = n(n-f-lX2n-f-l)f5«'(n-l-l)'— 10«'(«-4-l)'-4-3(3/i'-l-3M— l)J/90 
s, z= n'(n-4-l)*L2«'(n-J-l)'—5M'(/(-f-l)'+3(2/i'4-2>t— 1)1/20 
s„= n(n-+-lX2«4-l)(3«'(«-+-l)*— 10H'(/i-hl)'-4-17H'(n+l)' ^ 
5(3»*+3«— 1)1/66 

s„ = »»(n4-l)T2?i*(n+l)*— 8«'(»-l-l)'+17"'(«H-l)*— 
10(2rt»-4-2«— 1)]/24 
{ Jac. Bernoulli a.l713 p.97 } 
{ Cont, Voir §B j 
•2 S, = .<?,' -3 5.-?, = .<{^6.s-,— 1) -4 .3.S, = 4(.<!,)'— .<!, 
•V, 7.S-, = 12.s,.s,— ,5.<!. -fi .s-, = 2(.s-,)'— .s-, 

I P'6. Jacobt, cfr. Briefverhsel z-toiache)} Gausx und 
Schumacher t.V p.299 a.l863 \ 
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•7 12(s,)» 1= 165.— 5s,+s, 

t Amigues, Nouv. Afin, de Math.y 2. série, t. X ; IdM 

a.l894, p.29, 136j 
•8 2s, = 45,'— s,"+s," -9 2s,= 3V— s'i» 

[Lucas, Th. des nombres, a.l891 p.249j 

% 13. ayhen . meN, .3 

•i (a—b) 2: t[a[^ (m— 7^)x«f^r]|r, 0-m j = of^m+l)— 6^m+l) 
} AhMÈS N79 : 7+49+343+2401+16807 = 7x2801 = 19607 

Note. Les nombres 7, 49, ... sont les puissances de 7 ; on ne voit pas d*où 
TA. a tiré le nombre 2801; si, selon Eisenlohr, il provient de la division 
(7'— 1)/(7 — 1), alors on a la formule précédente. } 
j EUCLIDES IX P35 } 

meN, . û7,y,ae n f 1— m .3- 

•2 2:{af, 0-m) X Av", 0-m) — [2:(xy, 0-m)J = 

2:\2:[({œr Vs - xs yr )'| s, (r+l)-m] \r, 0-(///-l)} 
•3 Hiaa^, 0-m) x ^iaf, 0-m) — {^{aœy, 0'"m)J = 

HlJSlar Us ixr Vs — 00, Vr f |s, (r+l)-^ ] |r, 0-(m— l)j 
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No + X X / R h - 2: 

^ 16. rriyne N^ . as (0-9)f(— m -n) .3 

^n ^n-1 - «1 «0 • «-1 «-^ - «-m = -5:(a,X'*|r, -m -n) Df 

Le développement d'un nombre rationnel selon les puissances positives et 
négatives de la base 60 se rencontre chez les astronomes babyloniens et les 
géomètres grecs (voir §;rP'll); elle est encore en usage dans la division des 
angles et du temps. 

Regiomontanus(a.l436'^1476) en supposant le rayon du cercle trigonomé- 
trique = 10^, a supprimé tout signe pour indiquer la partie décimale d'une 
fraction. 

François Viète (a.l579) dans son Canon Mathetnaticus ïndiqaQ la partie 
décimale par des chiffres plus petits et soulignés. Il écrit 314.159. 265,85 ce 
que nous écrivons 314 159265 35. Il a aussi exposé les avantages des frac- 
tions décimales (universalium inspectionum etc. p. 17). 

Simon Stevin dans sa Disme (a. 1585), écrit (p.208) 
941 (0^) 3 (T) (T) 4 (T) ce que nous écrivons 941-304. 

Joost Bûrgi (a.l552'~'1632), selon Keppler, a séparé la partie entière 
de la partie décimale par un angle droit (voir Mercator §log P'3), ou par 
un point. 

Le point en haut est d'usage commun dans les traités anglais contempo- 
rains. Selon cette notation, on supprime la partie entière, lorsqu'elle est nulle. 

+ N, X h > - -r 
% 20. ne N,+l . œ,y,ae N, F l-n 3. 

•\ {i: 0^.2: ^-^{i: xy)* tP13-2.D.ï*l 

•8 niS a^ ^ {Zœf [ Pi . y=i .3. F] } Cauchy a.l821 p.372 } 
•3 {2: aaf){i: af)-^{2: aœyf [P13-3.D.P] 

•i {£ay,2: aa?) ^ {2: axf [ (i | y)P-3 3 F ] 

4^ 21. ne N,+l . x,y,ae R F l-n .3 P20 

Ift 22. ne N,+l . ûc,ye rF l-n . oe R F l-n .3. l--* = P20M--4 

N, + X / ^ Num £ 

4( 23. ne 2N.+1 .3. 

Num(t/?,aj,y,«)3(to,a;,y,2^e2No'|-l . to*+a?'+y'+^ = 4n) = 

\ JaCOBI a. 1834 t.6 p.245: .Sitn datas nomeruâ quilibet impar 
potiitivns, sint porro w,x,y,z numeri iinpares positivi, numertut solutionum 
«eqnationiH 4» =: tcw-\-xx-^yy-{-tz 

aaqnatiir summœ factontm ipsius ». » | ■ ^ 
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§34 n 

N, + X - n 

4( 1-0 meN, . /■£ N, f l-(m+l) Q. 

W, l-l) = n • W, l-('" + 1)) = W, l-w)X/-(m+ 1) Df 

meN, . /•£ N,f 1-//» .3 -1 II(f, l-m) e N, 

■H /l xr^ X ... X/^/n = llif, l-m) Df 

•2 ^e [(l-//Ofll-»<)]rcp .3 Ilifg, l-m) := n{f, l-m) 

•3 r/*,?j£N, ./•£N,f[l-(//t+w)] .3 

n[f, l-{m.-i-v)] = Ilif, l-m)xn\f{m+r) \r, l-n\ 

•4--72 = (X, //)!( + , ^) §-£ P1-4--72 

•8 »î£N, . /"£ N„f l-m. 3 //(z', l-w) =0 .=. 0£ f 1-w 

N„ + n X R r ^ > - Num ^ 71 

« 2. (n I N,)P1 « 3. (R. ! N„)P1 « 4. (r | N.)P1 
^ 5M H£N. .3 77(/-|^/j, l-/)()=[77(/; l-»0]h^ 

4i& 6-1 m,n£N, .3 

(n+2)J.177(r+s) |s, Q-n] \r, l-m\ = 77[(/h+s) |s, 0-(n+l) ] 
JFermat t.l p.341: 

« In progressionc iiaturali, quae ab uiiitatc sumit oxordiuni, qullilxït nuiiu-- 

rus [»i] in proxhne inajorem [Xi^wi+ni facit duplmn siii trianfruli [=2 -(H '1 f 

..+r»)]; in trianguluin proximc niiyoris, facit tripluni suao. pyrainidix: in 

pyramidcm proxiuio majoris facit quadruplum sui triangulo-triangiili; et sic 

uniformi et gencrali in iniiiiitum mctiiodo. « | 

^ 7. «eN, .3 /AN,'> a/N,)' = «f^ NumCN^ fl/N.) 
4( 10. ne N,+l . ./•,»/,«£ Nj F1-» .3 

•4 ^ flj?" ^ «77^'« 

^ 11. ne N,-|rl . jj,//£ R F l-n . «£ N^ F l-/i .3 P10M--4 

•S (l+a;.)(l+.r.)...(l+./-,.) > 1 +.r,+.r,+...+.r„ 

•0 xe R^(l-R) fl-// .3 (l_.rJ(l-.r.)...(l-.rJ>l-.r,-.r,...-./-„ 
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§35 ! 




N, + X ! 




1-0 0! = 1 . aeN,0.(a+l)! = «!X(a+l) 
•01 a,6£No .3. a+6! = a+.(6!) . a-b\ = a-{bl) . 
axM = ax\b\) . a/6! = a/{b]) 


Df 
Df 



N, + X ••• -S il ! 

•1 méN^r).i7il = lX2X"'Xr>i = nV"m Df? 

j m! = « factorielle //^ » j 

A^o^c. Le signe ! a été introduit par Kramp, Éléments d'Arithm.l&. 1808. 
Gauss a indiqué la même fonction par /7(m); les anglais écrivent |^. 

•2 afisN, .3 {a+lXa+2)..,{a+b) s N,x 6! t Pascal t.3 p.274: 

« Omnis productus a quotlibet numeris continuis est multiplex producti a 
totidem numeris continuis quorum primus est unitas...»| 

•3 a,teN, .3 (a+6)! e N,x(a!X&!) 

•i msN, . ae NjF(l-m) Q. {2:a)\ e N^X^^^O 

^ 2. m,n£Nj . a£ qFl-m 3. (^a)** = 

^^j(n!//7(?^!, 1-m)] X/7(a,f^w, |/-, V'-m) \u, (N„F l-//i)n2^3U''^/.=n)t 

j Leibniz a.l678?; .voir Mss Math. III A 3 foL16; Mi«/i& 
t.3 p.175,192; t.5 p.380; t.7 p.l78 j , < 

t Bernoulli Joh. a.l695, (Leibniz MathS. t3 p.l81): 

« Esto... polynomium quodcunque s-^x-{-y-{-z etc. elevandum ad potentiam 
quamcunque r ; quaeritur coefficiens termini s<^ xf> y<i zfi etc. Dico coefficien- 
tem illum fore 

r . r— 1 . 7* — 2 . r — 3 . r— 4 .... 1 



L2.3...a X 1.2.3.. .6XL2.3...cXL2.3...e & 
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4( 3-1 n£N,,a£N,Fl-n3. 

-S( (i7r)x(-2:rxa)^ |r, (d u fc-l)F(l-n) j = 2'^X n\ xHa < 

I Cauchy a.l840 Œuvres 1 série t.5 p.l63: 

«... si Ton suppose le nombre des lettres a,6,c,... égal h m, la somme 
des expressions de la forme itL^dz^i^lh"-)^ 

.... si le signe extérieur est le produit des signes intérieurs,... se réduira 
au produit de leur nombre 2^» par le seul terme 1.2.3... m . abc. » | < 

^ 4. meNj.î^eRF 1-m 3 

j Pringsheim ma. a.l889 t.33 p.l42 j 
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§40 mod 

N^ -h N^ — n mod 
^ 1. aéN^^^. -Q mod(-+-a)=a . mod( — a)=:a.modO=0 Df 

Note. La fonction «môda» (module de a) se rencontre sous la forme cmola» 
(moles a) dans Leibniz, MafkS. t.7. p. 219; 

sous la forme que nous adoptons dans Ar gan d a. 1814 Ânn, de Gergonne 
t.5 p.208, et dans Cauchy, Exercices a.l829 t.4 p.47. 

La notation \a\ de Weierstrass (a. 1841 t.l p.66) est moins commode, 

afisn .3. 'i moda = 1 N^^ X3{ (ju= +0; .w. a= —a; ) Df ? 

•2 moda£N„ -3 mod( — a) = moda 

No + nX/Rrf^<-^/7 mod 
•4 mod(«-f-ft) ^ moda-hmodft -5 mod(aX6) = (moda)X (modft) 

^ 2-0--5 = (R, R„ r)|(N„ No, n) Pl-O-S 

afieT r^: -G a^=0 .3- mod/a = /moda 

•7 weNo .3 (moda)"* ziz mod(a"*) -8 men . a-=0 .3 ThsP-7 

•9 moda = modft . = . a*=6* j Leibniz ibid.: « Quanti t^tes duae 

diveroae, eandeni molem habentes semper habent idem quadratiun. • | 

mt 3. 7n£N, . fe rF(l->70 .3 

•4 mod^Y^ JS'mod/' -2 VL\odIlf= Tlmoàf 



§41 sgn 

H nx/Rr> mod sgn 

aeR .3 sgna =1 . sgn(— a) = — 1 . sgnO =0 Df 
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{ Cette notation a été introduite par Kronecker Werke, t. 2 p. 39 1 

ayber 3 '^ sgna etl^ cOsjt{ — 1) -l 1 sgn(— a) = — sgna 

•2 sgn(ax&) = sgnaxsgnft '3 a == sgna X moda 

•4 sgna = Hgnb 3- sgn(a+i;) =z sgna 

•5 sgn(a+&) = sgna .=. sgna = sgn6 .w. moda >> raodft 

•6 a,b -£ lO 3- sgi^^ =^ sgnô .=:. sgn(ab) =1 .=. sgn(a/6) =1 

•7 a-i=0 3- sgn(/a) = sgna 'g^ 

•8 men .3 sgna"*:=l . sgna'**'*-^ sgna % 
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§42 max min 

Nç > max min 

^ 1. Uyve C]B% . a,b8N, r^. 

•0 ma.xu = 7 ur^ cvaiye icH^ r^y . x'^'y) Df 

•i max ca=a : a^b ,'^, ma.x{ca\jcb) =a 

NqH nX/Rrf^ num max min 

•î aw . mcNo . -a 2i^/H+Np) .3 3 ^ maxw 

a c maxw . a c max^ .[3- 

•3 max(iArfZ?) = max(t maxt* g i maxt?) 

•4 max(w+î?) 1=: maxw + max^? 

•5 max(wxt') '■= (maxw)x(maxt?) 

•6 max(wf^t?)=(maxw)[\maxi?) 

^ 2. u,vs Cls'n . a,68n .3 P1-0--4 

^ 3. ?^,r£ Cls'R . afieU .3 P1-0--1/3--5 

•2 Numw fiN, 3- a^iûaxw 

•6 us Cls'(l+R) . vs Cls'No . a t maxw . a c maxi? 3- ^^'^ 

^ 4. (rIR)P3-0--4 

^ 11-14. (min, »|(max, OPl-0--l,-3-'6 . P2-0-.-l,-3--4 . P3 . P4 

11-2 U8 Cls'No . au 3 3 ^ nainu 

12-2 us Cls'n . aw . rnsN^ . -a 2^m— Nq) 3- ^ * "^^^^ 

•5 us Cis'n . a ^ msLXu 3- "^î^^C — ^0 = — maxw 
13-7 ue Cls'R . 3 ^^^ /^ = /maxw 

^ 15-1 ue CIs'Nj 3 lïiii^i^ = minw Df 

•2 . nsNi .3 ^ii^n+i^ =^ min[2^'^a;3(a7>minw^)]Df 

Ex. §DtrmP3. minnu indique donc le n»^»»« nombre de la classe w, en 
les disposant dans Tordre croissant. 
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§43 quot rest 
No + N, X > max quot 

^ 1. a,6,œNj .3 *0 quot(a,&) = max[Nj,« X3{œb ^ a)] Df 

M quot(a,a) =1 . quot(a,l) =a . quot(a6,a) =6 

•2 quot(a<?, bc) = quot(a,6) -3 quot(a, bc) = quot[quot(a,6),c] 

•4 a<;6 .=. quot(a,6) =0 : a^îô .=. quot(a,&) eN, 

•5 a>>6 .^. quot(a,(?) 5: quot(&,(?) . quot(c,a) :^ quot(c,&) 

•6 quot(a+&, c) ^ quot(a,c)+quot(&,(?) 

•7 ae N,xc .3 quot(a+6,c) = quot(a,c)+quot(&, c) 

+ Nj — X '" > quot rest 

^ 2. afi,c€^^ 3. -0 rest(a,&) = a— Î^Xquot(a,6) Df 

•1 rest(a,a)=:0 : rest(a,&) £ 0— (6— 1) : ae N^xb .=. rest(a,6)=0 
•2 g, reNj . a= 6ç+r . r<;& .3. ç=quot(a,6) . 7-=:rest(a,6) 
•3 rest(ac, &c) = (?xrest(a,6) -31 rest(a+&(?, &) = rest(a,6) 
•4 a<6.3"rest(a,b)=a -41 rest[rest(a,&), &] = rest(a,&) 

•5 quot[rest(a,&), b] =0 -51 quot[rest(a, bc\ b] = rest[quot(a,6), c] 
•6 te cXNj .3 ^fi ^XN, .1=. rest(a,&) e cXN, 
•61 rest(a,6)+6Xrest[quot(a,&), r] '■= rest(a, 6r) 
•7 a^îft . quot(a,b) -e cXNj .3- 

rest(a, bc) > rest(r(,b) . rest(a, bc)— rest(a,6) £ bXNj 
•8 a^b .3- ^ > ^ rest(a,b) 
•9 quot(a+b, r) = quot(a,r) + quot [b+rest(a,c), c] 
•91 rest(a+b, c) = rest[b+rest(a,(?), c] 
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§44 Dvr 

N, X max Dvr 

9|( 1. u,v£ Cls'N, . a,byCjd£^^ .3 

•0 DvrM = Dt^=imax[N,^a73(i*3NjX37)] Df 

j » zzr (le plus grand commun diviseur des u)\ 
Les notations D(a,&) et m{ajb) se trouvent dans Lebesgue, a.l859 p.8. < 
Nous les emploierons dans ces deux §; mais dans la suite nous adopterons 

les notations plus claires, bien que plus longues, Dvr et mit. 

•01 yiE Nj+l . xe N,F 1-n .3 Dx = D{x'\-n) Df 

|Ex.:P-22, §mltP-5-6} 
•02 D(a,6) = D(6awi&) Df? 

M D^a=a . D(a,a)=a . D(l,a)=:l . D(a,6) = D(6,a) 
•1 1 «£ NjXft .3 D(a,&) =& 

M 2 a,6£ N,XC .3 D(a,b)£NjXC [Euclides VII P2: • èàv àgi^jubç 
ôvo àgi&juovç juerQfj, xal xô /^éyiorov (xvxojv xoivov uérgov fÀeiQtjaei » j 

•13 D{ac, bc) = (?xD(a,&) -14 D(a,6) =1 3. D(a(;, 6c) ==(? 

•U aô £ NjXc . D(a,c) =1 3- ^^ N,xc 

•15 D(a, 6xc) = I)[«, &XD(«,c)] 

•16 D(a,c) =1 3. D(a6,c) = D(ft,c) 

•17 Dia.b) =1 . a£NjXc 3. D(&,c) =1 {Euclides VII P23{ 

•18 D(a,r) =1 . D(&,^) =1 .=. D(aV) =1 {Euclides VII P24j . 

• 1 9 D(«,c) == D(6,c) =^ D(a,d) = D(6,rf) =1 3. D(^, crf) =1 

t Euclides VII P26 ( 
•20 rt£N,xft . a£N,xc . D(6,r) =1 3 ^£N,x&c 
•21 D(ft,c) =1 3. D(a, bxc) = D(a,6)xD(«,c) 
•22 D(a,&,c) = D[D(a,&), c] | Euclides VII P3 | 

•3 '^H 3 ^^^ ^^x 

[ u€ CU'N, . y= NiOîr?(wDNiXJî) O- l«y • §3 P2-1 O- 3^ (1) ' 

Hyp(l) . nuu .3. -3 ?;n(?/i+Nj) . (1) . §max PI -2 O- 3 ' ma^^ (2) 

(1) . (2) . Elimm . Elimt' .3. P] 

•31 /3N,xa 3. D;^£N,Xa ^32 I>{uxa) = axT>u 

^u . ar 3. ^33 D{iMy) = D(DHy Dr) 

•34 D(^/X'^) = (D^OX(DiO JSTIELTJES a.l895 p.4j 
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+ N, — X ^ > rest Dvr 
a D(a+6, b) = D(a,&) j Euclides VH PI } 

[ §X P2-2-3 .;3. niax[ N,r»x»(a,6e N,X«)] = inax[N>«»{a+*, b c N,Xa;)] O- P 1 
•Ai D(a, a+1) =1 [ P-41 O- D(a, a+1) = D(a,l) . PI O- P ] 

•43 D{a+bc, b) = TKa,b) 

■H D(2a-1, 2a+l) =1 

nt ae 2N, . 6e 2N,+1 . a>6 .3 ^a+b, a—b) = D(a,6) 

•83 a , 6 e 2N,+1 . .3. = 2D(a,&) 

•6 IXa,b) = D(c,rf) =1 . a/b = c/d . 3. a=c . b=d 

t Euclides VII P21 j 
•61 HypP-6 .3.c/o = d/6 = D(c,rf) ) Euclides VII P20j 

m,n€N, .3- 

•7 D(a,&) =1 Q. DCa^ô") =1 { Euclides VIII P2,3 } 

•7i D(a,6)=l ryj){a*+ab,b*)=LD{a*+b*,ab)=l {EuCL.IXP15J 
•8 D(a,6)=lO.(N.+l)'>(a'+6^/NON.*+N,' 
•81 a,be N,-N,» . ai e N,' .3. D(a,&) >1 

t Leibniz a. 1678 Math. Schr. t. 7 p. 122 j 
•82 D(a,6)=l O- Nj«(a'+6^/N04N»+l 

.3. N.«(a*+6VN08N.+1 

O- ^i" [ar<2"')+6r(2"')]/N, 3 N^"**+l 

j EuLEB Theor. circa div. num. N. C. Petr. I. a. 1747-48 p.20 | < 
•83 Nj'^(2'*+1)/N, 3 16nN<,+l 

•84 D(a,6>=l . aô£4Ni+l 3. Nj'Ka^^+ô**')/^, 3 8o6nNo+l 
} •83-4 Lucas ^«t Accad. d. Se. di Torino a.l878 tl3 p.281 j 
•9 a-e N,& 3. D(a,6) = D[6, rest(a,6)] 

X / R max Dvr 

2-0 MeCl8'R3.DM = max[R«a53(ON,Xi»)] Df 

•1 a,6,ceN, 3 D(a/c, 6A) = [D(a,&)l /c 

{ Bertrand a.l849 p.l05 } < 
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§45 mit 
N^ X min mit 

^ 1. u,v£ Cls'N, • afi^CydéS^ .3- 

•0 mltw = mu = min[ N,« œsQ/eu .^y .^^N^ X y) ] Df . 

} » = (le plus petit multiple commun c^es u)\ 
•01 ne N^+l . xs N^F 1-n .3- m^ = ïn(^' 1'"^) Df 

•02 m(a,6) = m(mwt6)=min(axN^^6xN,) 
M mta=a . m(a,a)=a . m(l,a) =a . m(a,&) = m(&,a) 
•1 i afi N,x& O- iïi(a,6) =a 

•i2 ce N,xa . ce N,x& -3 <^^ N, x m(a,&) j Euclides VII P35 j 
•13 m(ac, bc) = cxm(a,6) 
•2 m(a,6,c?) = m[m(a,6), c] j Euclides VII P36 | 

N, X / Num n Dvr mit 

Numw eN, .3- '^ ™^ ^^i '^^ m(wxa) = axmw 
•32 yeu .3^ . ae N,xy O- G^^iXmu 
Numw, Numt? éN^ .3. '33 ra(tM^) = m(mw, mv) 
•34 m(wxt?) = mwxmî? { Stieltjes a.l895 p.4 j 

•il iy{afi)=l r).miayb) = axb } Euclides VII P34 j 
•42 D(a,&)xm(a,&) = axô t * * I 

•5 IXa,byC)Xm{abfac,bc) = abc 

m D 

D(a,6,c,d)Xm(a6c?, oôd, acd, bcd) = abcd 

m D 

•51 HypP-Ol .3. 

Dx X m[(/7a?)/a:? , 1-n] = nx.mx xD[(i7a;)/a? , 1-n] = FIx < 
•6 m(a,&,c) D(a,&) D(«,c) IX6?<^) = ^bc IXafi^c) 

I •s-'ô Lebesgue, a.l859 p.31,34 } < 

•7 [N„ be^^xa, D(a,6), m(a,ft), 1] | [Cls, a3&, û^, «w6, a] 
F^l P16 22 26 38 42 43 52 53 55 56 62 63 203-233 300-307 341 347 

Cette F- 7 dit que les F de Logique que nous venons de citer subsistent 
si Ton remplace Cls par Nj, ** tout a est 6 " par ** a est un diviseur de h '\.... 
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N, X / R 1^ /I Dvr mit 
^ 20 us Cls'R r). mu = min[Rr^ o-^f /Q VNi)] Df 

•1 a,byC £ N4 .3. m(a/c , b/c) = [m(r/,î>)] /c 

t Bertrand a. 1849 p.l07 } < 
•2 «,&£R .3 D(a,6)xm(a,6) = aft } » » » j ^. 

a« Cls'R . Numa sN, .3 

•3 Da X m /a =1 < 

'Â reB. .3 ^Vff) = >'Da . m(ra) = rm/7 <; 

•5 sfN, .3 D(aO = (Da)' . m{a') = (ma)' < 

wfNi . a,68 R F l-'-n . se 1-n 3- 
•6 Biayb^ \r ' 1-n) = Da / mb . m(ayfr, |r ^ l"'n) = ma X D& 

•7 D( ) X m(6ya, ' 1-n) =1 < 

•8 Dj//(a,w) |w, Cls'l-n^ir3(Numa- = s )j x 

mt =n— .s)j =/7a < 

I -a-'g Barrieu Mathesis a.l883 t.3 p.217 } < 
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§46 Cmb 

No + N, - Num Cmb 

^ 1. wîeNj . neNo .3 

•0 Cmb(m,n) = Cim//i) := Num[Cls'l-m ^ ocsÇ^ixmx —n)] Df 

Note. La fonction Cmb(wi,/i\ ou C(?w,/i), qu'on peut lire «nombre de» 
combinaisons de m objets, pris /i à n » (Pascal \ se rencontre sous les formes 

I— (Euler), (m)n (Cauchy), f j (Raabe), Wn, etc. 

•1 C(m,0) = C(14) =:1 . C(l, 7)1+1) =0 . 

C(m+1, n+1) = dm, n+1) +C(m,n) Df ? 

Note, Cette P peut remplacer la Df-0. On là rencontre comme Df dans 
Pascal, Traité du triangle arithmétique. Elle a l'avantage de ne contenir 
que les signes 0, Nq, + » mais elle est une Df par indtiction double. 

•2 C(m,l)=;>i . C(/n,w)=l -3 C(m,m+n+l)=0 
•4 C(m+n, m) = C(m+n, n) {Pascal t.3 p.28y : 

« I. Duo quilibet numeri œque combinantur in eo quod amborum aggre- 
gatum est. » | 

No + N, - X / ^ - ^ Cmb 

^ 2. m,néN, Q. 

•0 C(m+n — 1, m)/C{m+n — 1, n) = n/m 
i C(2m, m) = 2C(2m— 1, m) 
•2 C(m+n, n) / C(/n+H— 1, n) ziz {m+n)/m 
•3 C(m+7^, /i) / C(m+n, ;«+l) = (;i+l)/m 
•4 C(m+n+l, n+1) / C(m+/i, n) = (m+n+l)/(n+l) 
î •0--4 Pascal t.3 p.289: 

« II. Si duo numeri [m, n] combinentur in numéro quod amborum aggro 
gatum est unitate minuto, multitudines combinationum erunt inter se, ut 
ipsi numeri reciproce. 

m. Si numerus combinotur primo in numéro qui sui duplus est, deinde in 
ipsomet numéro duplo unitate minuto, prima combinationum multitudo se- 
cundœ dupla erit. 

IV. Si sint duo numeri proximi [m+n— l,m4-n], etalius quilibet in utroque 
combinetur, multitudo combinationum quœ fiunt in majore erit ad alteram 
muititudinem, ut major numerus ad ipsummet majorem, dempto eo qui com- 
bînatus est. 
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V. Si duo numeri proximi [n,n+l] in alio quolibet [w-fn] combinentur^ 
erit multitudo combinationum minoris ad altcranif ut major numerus com- 
binatus ad nùmerum in quo ambo combinati sunt, dcmpto minore numéro 
combinato. 

VI. S) sunt duo numeri quilibet quorum minor [n] in majore [m+7t] corn- 
binetur, sint autem et alii duo his proxime majores quorum minor in ma- 
jore quoque combinetur: erunt multitudines combina,tionum inter se, ut hi 
ambo ultimi numeri.»} 

•5 as N,+l . be l-(a— 1) Q. C{a,b) e NiX[(Ni+l)«(a/N^)] 
{Leibniz MathS. t. 7 p. 103: 

« Quaclibet combinatio, exceptis duabus extremis, diviaibilis eut per 
aliquem divisorem sui numeri rerum. » i 

•6 m,néNo O- C(nfi)+C(n+l,l)+...+C(n+rn,m)=C{7i+m+l,rfi) 

•61 .3 C(n,n)+C(n+l,n)+...+C(n+m,??)=C(;?+///+l,?i+l) 

I Tartaglia, a. 1523: General trattato etc, a.l556t.2 p. 17: 

«... la prima progressione viene ad essore un'unità per termine in qucsta 
forma 1.1.1.1.1.1. . . . 

.... Tultimo termine di ciascuna di dette progre^sioni viene ad esser 
la summa délia anciana progressione... >| 

•62 £[C, m+(0-n) î 0-n ] = C(m+n+l, m) 

•63 ke n+No Q. C(m+n, k) = 2:[Q(m, A— r)xC(n,r) jr, 0-n] 

•7 2:[C, e(m+l) i 0-(m+l)] = 22:(C, un \ 0-w) [Pascal t.3 p.289: 

VIII. Summa omnium combinationum qusB iieri possunt in numéro quo- 
libet [wi-hl], unitate aucta, dupla est summœ omnium combinationum qu» 
fieri possunt in numéro proxime minore, unitate auctœ. »! 

•71 2:[C(m,r)\r, 0-m] = JL^C, cm i 0'"m) = T 
}Herigone, a.l644 t.2 p.l22: 

«Trouuer Taggregé de conionctions faites en toutes manières. 

Soit faite une progression en raison double commençant k Tunité, qui ave 
autant de termes qu'i^ y a de cho.se^ proposées, et de la somme de tous le^ 
termes soit soustrait le nombre des choses, le reste donnera le requis. > ! 

•72 ^jC(m,s)|s, 0-m « (2No)l = -2:!C(m,.s)|s, 0-m « (2No+l)} = 2""* 
I Jacob Bernoulli a. 17 13 p. 104: 

« Numerus combinationum secundum omnes exponentes pares (incluse 
nullione) aequatur numerum combinationum secundum omnes impares, 
proinde utervis semissis est numeri omnium combinationum simpliciter (in- 
cluse quoque nullione) h. e. cum iste in rébus w , sit 2« utervis îllorum 
erit 2**-i.»} 
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^ 3. a,6,C£No .3 

•1 (a+6r = ^|[C(w,r)a'»-6'J |r,0-m| 

•2 (a+&r = 2:|[C(m,r)(a+rc)"-'"6(ft-rc)'^']|r,0-/w| 

I Abel a.l826 t.l p.l02 ) 
•3 2:\[(Xn,r)y \r, 0-n\ = C(2w,«) |Lagrange a.l770 t.2 p.l82: 
H-n«+[n(«— l)/2]»+...=[lx3x5...(2»-l)/(lx2x3...x;n)]2»| 

j EuLER, ylcto Aead. Scient. Pefrop., a.llSi 1^.16: 
* qnadrata unciarum pro potestate cxponeiitis n in unam summam colli- 
gantar, ea semper aequabitur maximae unciae in poteetati exponentis 2n 
occorrenti.ij 

•4 -£((— l)'[C(2»,r)]' |r, 0-2n j = C(2«,w) 
•S 2:t(-inC(2»+l,r)]'|r,0-(2n+l)j=0 

^4. N, N, + - X / r - ! 77 Cmb 

"0 «£N„ . me N,«(n4-N„) .3 C(««,«) = »/(/«— !)...(//? —»+l)/ n! = 

m(w— l)...(n+l)/ (,h—h) ! = /»! / [u! («t— «)!] Df ? 
a,6£r . neNj 3 
M C(a,0) =1 . 0{a,n) = «(«-1) ... (a-w+1)/ n! Df 

( Cfr. PlM P30 } 
•2 (X— a,n) = (— l)"C(a4-n-l, «) JEuler ^cto Pe^r. a.l784 p.86j 
•3 C{a^b,n) = 2\Q(a,r)xG{b,n—r) \r,0"-n\ JCauchy a.l821 p.95j 
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§50 Np 

-4- N, X Np 

^ 1-0 Np=(l+N>[(l+NJX(l+N,)]t=« nombre premier»} Dt 

•i 2, 3, 5, 7,11, ...8 Np 

j Cfr. BuRCKiiARDT , Table des diviseurs pour tous 
les nombres du premier^ deuœièmey troisième million. 
Paris 1814-1817 — Glaisher, Tables des diviseurs pour 
tous les nombres du 4*^^, ô*»"*, 6*^, million. London 1879-83 
— Dase, Table des diviseurs pour tous les nombres du 
7*^, 8^y 9''*' million. Hamburg 1862-1865 — Dase et 
RosENBERG, M. du 10^ million. Archiv der Akademie, 
(non publiée) Berlin} 

•î a€Np.6,C£N, .bc£N,X« O- teNjX«.w. C£N,X« 
t EucLiDES VII P30 : 
*Eàv dvo àQv9f.iol noXka7iXaaiàoa%»xeç àXXriXovç noicôal riva, ràv dk yevà^ 

uevov èS avrœv uerQfj xiç ngcoroç àQi'&fxôç, hoI îva tcJv è^ àQxijç /4CTÇîJa«.| 

•3 2N, ;2) Np-hNp j GOLDBACH Dem? j 

+ Nj — X / f^ > ••• Num infn min ! Dvr Cmb Np 

« 2-1 Np^(N.-4-3)D(6N.+l)w(6N.-l) 

{ Pétri BoNGI a. 1599 p.399 : «...semper ... numeri primi post 
binarium et ternarhim, in senariorum inultiplicium vicinia collocati com- 
perientur, aut uno minores, aut uno majores. » } < 

•2 aeN^-4-3.3 a Np ^ (a+N,) ^ (2a— N,— 2) • 

t Bertrand J. JP. a.l845 Cahier 30 p.l29; Dem. Tchebychef 
Mém. sur les nombres premiers, a.l850; Journ. de Liouv. 
a.l852 t.l7 p.341 ) < 

Dk 3-1 a£l+N,.3min[(l+N,)^(a/N,)]eNp 
•2 Nj-hON,xNp j EucLiDES VII P31 : 

"Anaç avvûezoç àQiû/ÀOç vnb tiçcStov rivbç àQi&/ÀOv juergéhai. ) 
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^ 4-i ae Np . b.nsN^ . &" s N,xa .3 be N,xa [Euclides IX P12j 

•2 .a**£NjX6 0.6£a^N, } » » P13} 

•3 Np^4N,+l) 3 N,«4-N,» } Girard a.l634 p.l56: 

« Tout nombre premier qui excède un nombre quaternaire de Tunité se 
peut diviser en deux quarrez entiers. » i < 

•3i a,b,Cyd e N, . a*-f-6' = c'-K? . a'+6' s Np .3. caycb= ccsjid 

I Fermât t.l p.294 : « Numerus primus qui superat unitate qua- 
ternarii multiplicem, semel tantum est hypotenusa trianguli rectanguli » | 

•4 me Nj .3- ^*"^4 £ Np .=. mz=l ' [ §h P14-25. 6=1 O-P 1 

I GoLDBACH a.l742 Corr3/. t.l p.l39 ; S. Germain a.l772 p.296 j < 

•5 méS, . 2"*+l sNp .3 me 2f^No j Fermât a. 1640 t.2 p.205: 
« Soit par exemple la progression double depuis le binaire avec ses expo- 
sants au dessus: 

12345678 
2 4 8 16 32 64 128 256 

Je dis que, si vous augmentez les nombres de la progression de Tunitô, 
et que vous fassiez 3, 5, 9, 17, etc. tous les dits nombres progressifs ainsi 
augmentés, qui se trouveront avoir pour exposants des nombres qui ne sont 
pas de la dite progression double, seront nombres composés.»! 

4)1 5-i as Np^4N,— 1) . b^csN, . 6'+c" s Nxa .3. bjCe N,xa 

j EuLER NCPetr. a.l747 p.26 } 
ae Np . be (1-hN,) -(N,Xa) 3. -2 6«-*-l e N,xa 

|Les chinois ont connu cette P pour 6=2, dès le temps de Confucius, 
a. —550^—477; cfr. Heans T?ie messen{;er of mafh. a.l898 t.27 p.l74j 
•2i min[N,^a?3(6''— le axN,)] e N,^(a— 1)/N^ 
•22 N,«ar3(&*— 1 eaxN,)=:N,Xmin[N,^a?3(&-'— leaxN^)] 
I Fermât a.l640 t.2 p.209 : 

« Tout nombre premier mesure infalliblement une des puissances —1 de 
quelque progression que ce soit, et l'exposant de la dite puissance est 
sousmultiple du nombre premier donné — 1; et après qu'on a trouvé la 
première puissance qui satisfait à la question, toutes celles dont les expo- 
sants sont multiples de l'exposant de la première satisfont tout de même à 
la question. »| 

} Dem. Leibniz MathS. t.7 p.l54 ; Euler CPetr. a.l736 
t.8 p.143 ; NCPetr. t.8 p.70 ( 

•3 a£Np.6,C£N, 3.(&4-c)"-6"-c^eN,xa 

j Euler Theor. circa dit\ 7ium. NCPetr. a. 1747 p.20 | < 
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•4 2'*— 1 e Np I EuLER Mém. de VAc. de Berlin a.l772 p.35 j < 
•41 2'* — 1 £ Np [Peuvouchine, Acad. S. Petersbourg, a.l883 | 
•5 meN^ . 4m+l e Np .3- ^i"*— 1 fi N4X(4m+l) 
I BiKMORE a.l896 jE^. Times, t.65 p.78 j 

•6 me 2^N, .3 2"*+l £ Np .=. 3f<2f^(m— 1))+1 e N,X[(2I^^n)+l] 
{ Proth Nouv. Co7'resp, Math. Bruxelles a. 1878 t.4p.210 ( 

•7 m€N^ . 2'*—! £ Np .3. me Np [Fermât a.l640 t.2 p.l98: 

« Lee nombres moindres que Tunité que ceux qui procèdent de la pro- 
gression double, comme 

12 3 4 5 6 7 
1 3 7 15 31 65 127 etc., 
soient appelés les radicaux des nombres parfaits, pour ce que, toutes les 
fois qu'ils sont premiers, ils les produisent. 

Mettez, au dessus de ces nombres, autant en progression naturelle: 1, 2, 
3, 4, 5, etc. qui soient appelés leurs exposants. 

Cela supposé, je dis que: 

Lorsque Texposant d'un nombre radical est composé, son radical est aussi 
composé. » I 

•8 qe N, . 4g+3 , 8?+7 £ Np O • 2"'^'-l £ (8?+7)N, 

j Lucas Atti Accad. d. Se. di Torino a.l878 t.l3 p.283 j 

^ 6. m,a,b,C£ N, . 2c+l £ Np O • 

•i a^+b^ 8 N,x(2c+1) . 3 . afie N,X(2c+l) 

•2 a,&-£N,x(2c?+l) .j). a2^-6^£NiX(2c+l) 

•3 O- a'+b'£^,x(2c+l) .^. a'^b'enx{2c+l) 

•4 .D. 

-a {x,y)3[x,y £l!i,.x''+y%x'-- / £ nx(2c+l)] 
•5 a'+ft*" fi Np ,3. in£2f^No 
•6 a'-ft"* £ Np .3. m£ Np . a= ft+l 

{ -i-^e Euler NCPetr. a.1747-48 I p.20 { 

^ 7-1 m£Np .3- Np^(2"*-1)/N,3 2^XN,+1 
{Fermât t.2 p. 198: 

« . . .Lorsque Texposant est un nombre premier je dis que son radical ne 
p«ut être mesuré par aucun nombre premier que par ceux qui sont plus 
grands de Tunité qu'un multiple du double de l'exposant ©u que le double 
de l'exposant. »j 
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4il 8-4 0080-9 .3. a;'+â?4-ll£Np 

•2 areO-15.3-^'+a?+17eNp { Euler op. post. t.l p.l85 } 
•3 a?fiO-39 .3- ûj'+i»+41 e Np | Evler Ac. Ber. a.l772 p.36 j 
•4 a:eO-28 .3. 2â7»-|-29 e Np { Legendre a.l797 p.lO j 

^ 9. Num Np s.infn | Euclides IX P20 : 

01 nganoi àçiû/ÀOÎ nXeiovç eîalv navxbç tov JiQoreûéinoç nki^^ovç 
TiQCorœv àQiû/À&y. j 

^ 10-i b£ Np . as N,-(N,X&) O- I>vr(a,&)=l { Euclides VII P29: 

"Ajiaç TiQCDXoç àqi'&fiàç nçàç Sjiavta àQf&fAÔv, 8v /àt] ^jb^etgéi, nQcdrâç èoriv.\ 

•2 teNp . as l-(6-l) Ô. Dvr(a,6)=l 

•3 afie Np . a -=& r^. Dvr(a,6) =1 

•4 a,6fiN, . Dvr(a,6) =1 .3. Num[Np ^ {a+ N,X&)] £ infn 

{ Legendre, a.1808 p.398; Dem. Dirichlet a.l837 t.l p.313 j 
•5 ne N, . «*"+&•* 8 Np .3. Dvr(7>r,n) e 2f^No ÎLucas a.l891 p.342 j 

^ 11. m,a,b,c 8 N, . 2c+l £ Np . 3 • 

•i a^^-ft" 8 N,X(2c+l) .3. af^Dvr(m, 2c) - ftf^Dvr(m, 2c) 

£N,x(2c+l) 
•i Dvr(w, 2c) = 1 . a"-6" £ N,x(2c + 1) O- «-& « NiX(2c+l) 
•3 m8 Np.3-Nr («"-6"VNO[N,'^(a-6)/NJg(N,Xm+l) 
•4 .3-Nr(2"-l)/N, 3NoXm+l 

} P11-1--4 Euler N. C. Petr .a.1747-48 I p.20 j 

^ 12-1 a£N, .3. min[(N,+l)^.P3(a!+l 8 xX^Ù] £ Np^,+a) 
•2 08 H-Nj . -a Np^ a?3( ixl^^a . a8 N^X^ ) O- ^^ Np 
{ Leonardo Pisano a.l202 p.38: 
«Qui primum numeriim... cognoscere voluerit... semper eat dividende îpsum 
per primos numéros ordinate, donec aliqucm primum numerum invenerit, 
per quem propositum numerum absque alla superatione posait dividere, vel 
donec âd eiusdem pervenorit radicem: si per nullum ipsorum dividi potuerît, 
tune primum ipsum esse indicabit. » | < 

•3 oeNp .3- (ût— l)!4-l£N,xa 

I WiLSON. Cfr. Waring a.l782 p.380j 
•31 ofiNp 3. (a— 2)! —1 8 N,xa < 

I Leibniz Mss. Math, t.3 Bll fol.lO: 

< Productus continuorum usque ad numerum qui antepraecedit datum di- 
visus per datum relinquit 1, (vel complementum ad unwmf) si datus sit 
primitiyus. Si datus sit derivativus relinquet numerus qui cum dato habeat 
communem mensuram unitate majorem. » j •< 
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•32 ae 1+N. . (a— 1)!+1 eN^xa Q. as Np 

ÎLEGENDREa.1797 p.l83 } 
•33 as Np .=. aeNj . (a— 1)!+1 e N,xa [ =. p-3 . P-32] 

•4 aeN, . 4a-M e Np Q. ^(2a)!]' + 1 e N,X(4a-f-l) 
•44 » .4a — 1 » » — » — » 

( WaRING a.l782 p.380 : « Sit n numerus primiis ... 

2^3''4«5*...irL'±i 

i ( ubi erit +1, quando ^ fît par 

n 

numerus, sin aliter — 1) integri erunt numeri. »[ < 

4il 13^0 as (1+NJ-Np .3 Dvrfa, rest[(a-2)! , a]\ >1 

î Leibniz Mss. Math. t.3B 11 fol.10; Voir P12^3i j < 

•1 afiNp . 68 l^^^(a— 1) .3. CiTib(a,b) s N^xa 
j Leibniz Math, Scfu\ t. 7 p.l02: 

« Si numerus rerum sit primitivuk, combinatio ejus quaelibet per ipsuni 
dividi potest, dempta prima et ultima. »| 

•2 ae Np -^2 . he O-(a-l) .3. Cmb(a-1 , h) e NoXa +(-1)' 
•3 ae Np -£2 . fte 2^^^(rt— 1) .3. Cmb(a+1 ,ft)£N,xa 
j-2^3, Lucas, Ayney\ Journ., a.l878 t.l p.229 j 
•4 Num[(a?;y)^(a7,;/£N, . xy =a . Dvr(a?,.y) =1 . œ<iy)'\ = 

2f(Num(Np ^ a/N,) -1] | Legendre a.l797 p.8 j 
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§51 mp 

Nj -h Nj X h max mp 

« 1. afis N,+l O. 

•1 mp(&,a)i=max[No'^a?3{a€N,X&*)] Df, 

La fonction mp(6,a), qu'on peut lire « l'exposant de la plus grande puis- 
sance de b qui divise a », a été considérée par M. Burali-Forti dans Fj III. 

•2 a-^N,X6 O- nip(6,a)=0 -3 afiN^X^ O- nip(&,a) eN, 

-4- N, X / h ^" ^^ <! Num max min Dvr mit Np mp 

•4 ceN, . Dvr(b,(?) =1 .3- mp(&,a) = mp(&, éw?) 

•5 ofi N,X& .— : océNp . ^^c . mp{œ,b) ^ mp(a7,a). 

•6 mcN, .]3-'- ^^ N,*^ .=: a7£ Np . ^x . mp(a7,a) e N^^X^ 

•7 ae N/+N.» .=: pe Np.^(4N,+3) O^. mp(p,a) e 2N, 

\ Girard a.l634 p. 156 } < 

•8 a?£Np .3- mp[a7, Dvr(a,&)] = min[mp(a?,a), mp(â?,&)] 

"9 a;eNp .3- mp[a;, mlt(a,&)J = max [mp(a?,a), mp(a7,6)] 

4il 2. oeN.+lO. 

•i a= n\[a^ mp(a?,a)] |a?, Np j 

•î Num(N,^a/N,) = /Z{[mp(a7,a)+l]|a?, Np } 

{Wallis, a. 1685 t.2 p.498: 
« Si fiât Numerus, ex continua Multiplicatione quotcunque numerorum 
Primorum (inter se diversorum) aut quarumvis Potestatum talium Primorum: 
Numerus Divisorum numeri sic compositi, componitur (continua multipli- 
catione) ex Primorum illorum, eorumve Potestatum sic compositarum, Ex- 
ponentibus, Uno, singulatim auctis. » | < 

•3 ue Cls'Nj . au .3- Dvrw = ilt[^ ^^^ mp(a?,M)] jo?, Np} 

•4 . NumueN, .]3- i^w = max 

•5 2;(N,^ a/N.) = n{\[a^[mi^{œ,a)+l]^l]/ix^l)\\x, Np) 

= I7|^[a?>, 0-mp(a?,a)] \x, Np| 

j Wallis a. 1685 t.2 p.512 j 

•6 ne Nj+1 .3 a Np '^ X3[ mp(a?, n! ) =1 ] 

{ LiouviLLE JdL. série II t.2 a.l857 p.278 j 
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§52 
N, — Num Dvr <P 

•0 asN, .3 0a = N\xm\V"a^x3[DvT{x,a)=l]\ Df 

•OJ 01 =1 . 02 =1 . m =2 ... 02 0a e N^ 

JVo/e. Le symbole ^ a été introduit par Gauss, a. 1801, Werke, t.l p.30. 

Eu 1er, Acta Petr. t.4 II a. 1780 p. 18 a proposé le symbole xa. < 

H X / l" 2: n Dvr Np mp * 

a,6eN, r). 

•1 osNp .3 0^ = «— 1 

•2 .?>i£N, .3. 0^ a*^ = «•'•""(a— 1) 

•3 Dvr(a,6)=l O.. 0{(ib) = {0a\0h) 
•4 Dvr(a,&)=l O. (a|^0ft)— 1 e &N, 

î M --4. EULER, Novi Comm. Acad. Se, Petr. a.l 760-61 t.8: 

p. 85... Quoniam hic quaestio est de numcris, qui ad quempîam nume- 
rum sint prirai, eoque minores, eos commode ]}arfe8 ad isfum numerum 
primai appellare licebit. 

... Si numerus propositiLS fuerit primus =r/>, numéros partium ad eum 
primarum est =p— 1 . 

Si numerus propositus sit potestas quaecumque numeri primi =r p« , nu- 
merus partium ad eum primarum erit ^p»—^ (j) — 1). 

p. 86. Theor I, Si sint A et B numeri inter se primi, et numerus partium 
ad A primarum sit ^a, numerus vero partium ad B primarum sit =6; tum 
numerus partium ad productum AB primarum erit =a6. 

p. 103... Proposito ero^o numéro quocumque N, cuius partium ad ipsum 
primarum numerus sit ^/z, quicumque numerus ad N primus pro x capiatur, 
formula x»* — 1 semper erit pcr numerum N divisibilis. j < 

•5 2:{0,^^^a/N,)=a JGauss a.1801 t.l p.31: 

«Si a, a' a" etc. sunt orancs divisores ipsius A (uni ta te et ipso ^ non 
exclusis), erit ^a-[-^a'-{-^a"-\-ctc.=zA » j 

•6 aaNi .3 0a = n\ [a)^mp{œ,a)—l)x(,v—l)]\x, Np^a/NJ 
j EuLER, id. p.88 : 
Existentibus scilicet p, q, r, .s* etc. numeris primis, omnis numerus N in 
huiusmodi forma 

comprehendotur ; unde numerus partium ad N primarum erit : 
j,A-i(p_l).ç^-l(ç_l).rv-i(r— l).sf-l(5— 1) } 
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§53 nt dt 

# 0. oeRO- 

M nta = minj N,'>a»[aN,'>.y3(a;/y=a)] I Df 

•8 dta = minj N,«a73[aN«y3(j//a?=rt)] j Df 

•3 nta, dto eN, •* dta = nt(/a) -5 nta = dt(/a) 

•6 nta = min[N,'* N.Xa] Df? -7 dta = min[N,'^ N/a] Df ? 

•8 nta =: aXdto 

•9 dta = nta /a -lO nta/dta=a H Dvr(nta, dta)=l 

^ 1. a,6eN,0. 

•i nt(a/fe) = a/Dvr(a,6) -2 dt(a/6) = 6/Dvr(a , &) 

•3 Dvr(a,6) =1 .=. a= nt(a/6) .=. b= d^a/b) 

•4 a= nt[a/(a+l)] -5 2a-l = nt((2a-l)/(2a4-l)J 

•6 nt(a/ft) = mia,b)/b -7 dt(a/&) = m{a,b)/a 

^ 2i as 2N, . &e 2N,+1 . a>b O- nt[(a+&)/(a-&)] == 

nt(a/b)+dt(a/&) 
•2 » O- dt[(a4-&)/(a-&)] = 

nt(a/b)-dt(a/&) 
•3 a,6e 2N,+1 . a>b O- 2xnt[(a+6)/(a-6)] = 

nt(a/?j)+dt(rt/6) 
•4 » O- 2xdt[(a+&)/(a-6)] == 

nt(«/h)-dt(«/6) 

4^ 8. aeR . »î£N, Q. m nt/a"*) = (nta)" -2 dtCa") = (dta)* 

^ 4. a,teJElO. 

•I a+6 eN, .3. dta = dtft -2 a— 6 fN, O- <it« = dt6 

^ 5. asR . «teN, O- 

•1 dt(m+a) = dta '2 m>a .3- dt(/>i— a) = dta 

La réduction en symboles de la théorie » nt a, dt n » qn'on peut lire « le 
numérateur de a » et « le dénominateur de a » , est due à M. Â. Padoa, 
SdM â.l898 p.90-94, où l'on trouvera aussi les démontrations. 
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§60 * 
R < * 

•0 *= Bf> a)3{ax:i) 1= " fraction propre " j Df 

No + N, -x/R<* 

•01 R-N, = No+^ -02 l-i> = ^ -03 ^=Rn(l-R) Df? 
•04 *= X3 a(a;&)3[ a,6 £ N^ . a? = a/(a+&)] Df? 

•i 1 œ^ye^ O- ^2/ ^* [ §> P6-2 d p ] 

[ a,6eN, . a;= a/(a-h6) . y= (a+l)/(a+&+l) . §> P7-4 O- a?<y • y<l O- Ths ] 

•1 3 i?î> =1» [ P-11 .3. ^3^ : P-12 O. i?DM O. P ] 

•14 *Ni = *R=R -15 R = ^/^wa -16 R = */* 

a,6£R .^: 

•21 i?a = Rr^a73(a7<a) = R^a— R) 

•22 IxCfl'^'beéa 

•23 i?a 3 ^^ O- ^^^ [ Hp o. 6-fi^& O. &-£^a . D. 6-<a O- Ths ] 
•24 êa = i>& O- <^^=* [ Hp . P-23 O- «^ • ^>^« O- Ths ] 

.•25 d(a+&)=^a + *& 

[ §X P2-02 O. ^(a-f*) D ^a+i» (1) 

xe&a.ysûb, §> P2-3 O. ac+y £ ^(a+6) (2) 

(2) O. ^a-\-êh D ô{a+b) (3) 
(1).(3).D.P] 

w,î? £ Cls'R O- 

•31 i?w = Rna73[aw^t/3(î/>^)] -32 t?(wtO = (*w)x(^?') [P-13DP] 

•33 #(z^+z;) = i?it+#^? 

[ §x P2-02 O. ô(u+v) D &u+^v (1) 

a?fiM . yeu . 2€ to-h^ . P-25 O- z« ^(«+y) -D- ^« i^(w+î^) (3) 

(2) . E\im(x,y) O. i5^M+dv D â{u-\'V) (3) 

(1) . (3) O. P ] 

Note, 

Pour faciliter l'étude des nombres réels nous introduisons d'abord le signe #, 
qui signifie « fraction propre » . En conséquence, si ti est une Cls'R, *t# 
qu'on pourrait lire «fraction propre de quelque u» a la valeur de Tex- 
pression « nombre rationnel plus petit que quelque u» (P*31). 
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§61 Sgm 

+ X B. & Sgm 

•0 Sgm = Cls'R ^ a5(*a =a . aa . a R-a) Df 

•01 ces Sgm .=. ae Cls'R . i>a = a . aa . a R-a [=P0] 

•02 wfi Cls'R . az^ . a R^w .3- *w s Sgm 

[ Hyp . POl . §*P-13 O. Ths ] 

•03 #£Sgm -04 xeRr^.'&xeSgm 

•05 as Sgm . j/£ R-a .3 ^I) % 

a,6,cfi Sgm .3- 

•1 a+b s Sgm . a+b = b+a . a+b+c = (a+&)+c = a+ib+c) 

•2 ax6 e Sgm .ab-=ba. abc = (a&)c = a(bc) . a{b+c) = ab-^-ac 

•3 a Sgm ^ tA3[ -a R^ a;3( u= éx )] 

Noua appelons « segment » , et indiquons par le symbole « Sgm » toute 
classe a de R qui satisfait à la condition &a =a, en supposant qu'elle ne 
soit pas nulle, et ne coïncide pas avec la classe R : ga . gR-a. 

La somme et le produit de deux segment sont des segments (P'3d'd2) ; 
ces opérations sont définies par §RP6'3. 

Les Sgm ne diffèrent que par la dénomination des nombres réels Q. 

Sur Tanalogie et la dififérence entre «Sgm» et « nombre réel » , et sur les 
formes données par les différents Auteurs à la définition du nombre réel, 
voir RdM t.6 p.126-140. 



'ir^r^ 
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§62 r 1, 00 

* 1. R<* 1' 

•0 us Cls'R . a Bf> (V3{9x = &u) .3 l'w = ? R<^ os3{^ = &u) Df 
•1 HypP-0 .3 VusR . êVu = êu 

[ XyysR . éx=^ . ûyzs^u . §^P-24 O. xz=y (1) 

(l).Hyp.§,P-l.D.P] 

•2 aeR.^.a=V'»a = Vca 3 1=1'* 

•4 ue Cls'R . oeR . *a = dw Q. a= l'w 

4)1 2. UyVeCls'R.aéR O- 

•0 rwrrrl'î^ .=. '»U = '»V Df 

•2 a=: l'u .=. êa=:'»U [ Pl-2 . P2-0 O. F ] 

•3 l'u<Cl'v .=. l't?>l'w .=. 'Siêvm&u Df 

•4 l'w ^ Yv .=. Yv ^ l'w .=. »u 3 i?t^ Df 

* 3. R < * Sgm r 

UyVeSgm.aéR 3- 

•0 Vu:=:Vv .:=. u=iV '\ a = Vu .=. êa=^u 

•2 ïu^Yv .=. ^3^ '^ ri«<;i't? .=:. aîvw 
•4 a <; l'w .=:. aeu 

Étant donnée une classe u de nombres rationnels positifs, nous introdui- 
sons ici une fonction, la «limite supérieure des «», indiquée par Vu. 

Pl'O. Lorsqu'il y a un nombre rationnel x, qui satisfait à la condition 
dx = ^Uj par \'u nous désignons ce nombre. 

En général nous introduisons la fonction Vu par abstraction, en définissant 
l'égalité de deux limites supérieures (P2-0). 

La limite supérieure d'une classe joue un rôle très important dans toute 
l'Analyse. Elle est appelée «obère, Grenze» par Weierstrass et les ana- 
lystes allemands; «limite maximum » par Darboux, Annales de r École 
normale, a.l875 t. 4, p. 61; Pringsheim, Enq/clopMie, p. 72, propose de 
l'appeler « maximum idéal » . Notre dénomination se rencontre dans 6 ui 1min 
a.l847. (Voir RdM t.6 p.l37). 

L'idée de la limite supérieure est fort ancienne ; car elle est la plus simple 
des différentes significations du mot « limite » , Voir \^ k A Lm lim. 
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* 4. X / R * r 1, 

tijve Cls'R . asR ry -0 \u = rR-(w/*) Df 

•i a R<^ oc3(x/ê = u/ff) .3. l^w = ? Ra x3{x/^ = w/*) 
•il a=: Ija/*) = 1/a M2 1 =: ly* 

•2 l^w = \p .=. V* = V* '^^ 1/W = 1/V*) 

•3 0= l^t* .=. a/^ ^ î^/i> 

•5 \fi'^\p .=. u/^'^v/^ 

•6 Vu = lB^{&u) -61 r(/w) = /l,w 

•7 l'w = \v .=. *w = B^(v/ê) .=. V^ = R^(*w) 

P'O. Nous définissons la limite inférieure des u comme la limite supérieure 
des R qui ne sont pas supérieurs à quelque u, 

^ b. R < * r 00 

•0 00 = l'R j = « rinfini » j Df 

•i l%=<x> -2 R3#wÔ.rw=oo 

•3 U8 Cls'R .3 Yu ^ 00 

•4 u,v£ Cls'R . ur)v . Vu =00 .3-1'^ =<» 
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§63 Q 

m 1. Sgm r Q Qo 

•0 Q= r ' Sgm j = « quantité positive » j Df 

•01 Q, = QgeO Df 

i us Sgm .3 YueQ [Pio .3 P] 

Note. Le symbole Q qu'on peut lire «quantité positive», selon Caucby, 
indique les limites supérieures des Sgm. 

R # r 00 Q 
•2 R3Q [§1'P1'2 O. P] 

•3 lœ Cls'R . aw . a R-??w .3 ^'^ ^Q 

[ Hp . §Sg:m P-02 .3. ^i^ e Sgm . §1' P2-i . P-1 O- Ths ] 
•4 l*€ Cls'R . aw .3- ^'^ ^ Qw^oo [P-3 . §1' P5-2 .3. P] 

m 2. Sgml'Qj 

•0 asQ .3. ja = ? Sgm ^ u3(o;= Vu) Df 

•1 oeQ 3- J^ ^ ^ë^ ' Vja=a 

•2 a,6eQ 3- a=6.=. ja = j& -3 jl =* 

^o^e. P2-0. « Soit a une Q; ,\a est le Sgm dont la 1' est a. 

mu 3. us Cls'Q 3. 

•0 ;[u = X3['3L ur^ y3{xs ;[y)] Df -l l'w — r(j?^) Df 

•2 aw 3- 1'^ ^ Qv^^'^ [ Hp . PO o. ,[u e Cls'R . 3^1^ . Pl-4 .3 P] 

•3 us Cls'Q . aw . a Q-{j^O 3- ^'^ ^Q 
•4 us Cls'Q . r2^£Q 3. fi'u = jw 
•5 rQz^Qo 

* 4. + r ,1 Q 

a,&,(?£Q 3. -0 a+& == lXl«+,I^) Df 

•i a+bsQ, -2 a+6 = 6+a -3 a+{b+c) = {a+b)+c = a+b+c 
'A a+c = b+c .=. a=b 
•s (QiNo)§+P8 -6 Q+Q=Q 
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* 5. 

•1 u,ve Cls'Q . ïu, r© eQ .3 Y{u-\-v) = Vu+l'v 

•2 .ÏU=co.3V .3' ==^ 

•3 afiQ .3' a+a> = 00+a = 00+00 r=oo Df 

•4 u,ve Cls'Q . aw . au O- l'(w+f ) = l'u+l'v 

* 6. + - Q 

ofiQ . b£ a+Q O- '^^ ^~<* = î Q" ac3(a+a; =&) Df 

* 7. X r ,1 Q 

a,b,csQ, .3 '0 1X6= l'(jaX j6) Df -i axb s Q 

•2 a(&+c) =: a&+ac "3 ab:=ba ••* a(6c) = (a6)c ^ 06c 

8-1 M/'fi Cls'Q . l'u, l'v cQ 3. l'{uxv) = l'uxl'v 

•2 . l'tt^Qo . a» 3 ^^^ 

•3 aeQ 3- aXQo = (xxa = 00X00=00 Df 

•4 w,re Cls'Q . aw . a» 3 l'("Xu) = I'm X l'w 

9. a,&eQ 3. /a=:iQroc3{xxa=l) Df 

•i /aeQ -2 /(/a)=a -3 /(a6) = (/a)(/6) 

•4 a=b.=./a=/b.=.a/b=l -6 /Q=Q 

•6 b/a = bx{/a) Df -7 xeQ . oos =6 .=. a;= ô/a 

•8 Me Cls'Q . I'm eQ 31//m) = /1'm 

•9 =oo 

No + X h Q 

4( 11. ff,6£Q.w,neN„ 3 -0 a'"=l[(xa)}m Df 

•01 a'=l.a'=a i a"'eQ -2 ""•-" — '."+» 

•3 {abr = a'"b'" * (aT = «"'" 

12.-13. (Q I No) §^ P2.-3. 

^ 14-0 > 4-0 

i meN, .3 Q'"=Q 
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* 15. N, + X r 1' 1, Q ,1 

•0 asQ, . »(£N, .3 a"'= l'Kja)'"] Df? 

* I ne Cls'Q . I'm eQ . wcN, Ô- l'CO = (l'")" 

•2 =rao — — 00 

* 16. No + - n X /hQ 

•0 aeq . ?>i£N, .3 a~" = /(a") Df 

a,68Q . m,nen .3 -l a"*8Q -«--i = Pll-?--4 
•5 a"'" = /(a*'*)=r(/ar 

* 17. + N, X / r Q g 

•0 '*'y^ = iqr>x3(x"'=a) . >Jazrz»Ja . a[^/m = **>Ja Dt 
•1 "^^aeq -2 ^g(rO=a -3 >=a -4 \l(a&)=("'>lfif)r^|6) 

•8 ~'^^'*^ = "*^^ -9 ïn/n = p/q .3. •*^'* = ^^' 
j OhUQUET f.47 : autan vaiilt R'.6 comme R«.216. 
» f.48: RM3 qui vault com'e R«.RM3. I 



Note. 

Le signe de racine a eu les formes R, r, >J. Puisque toute racine est une 
puissance fractionnaire (P20), nous ne considérons pas le signe >J comme 
fondamental, et servant à classifier les propositions. 

La considération des ex])osants négatifs et fractionnaires est attribuée à 
Oresme (a. 1323 '^1382) par M. Cantor, t.2, p.l33. On la rencontre dans 

Girard a.l629 fol.B2 : « multipliez >J 5 par rc4 viendra [-^J2000 » . On remar- 
quera ici que les parenthèses indiquent l'élévation à puissance. Voir aussi : 
Newton, 13 Juuii 1676; §limP30. 
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^ 18. afi,c,dsR O: 

j EUCLIDES X P26 : Méoov juéoov ov^ v^^Q^xei grjTœ. j 
•2 6 -£R' . a+vlô = c+>^î . 3 . a=c . &=:cï 

\ -2 -3 EuCLiDES X P42 : 
'II ix ôvo ^vojudrœv xarà Sv juàvov o^ijnetov ôiaigehai elç tù ôvàjuara. \ 
•4 a/b -£ R' . v|a— >J6 =: v|c— v|rf .3- ^— <^ • ^=^^ 

j EuCLIDEiS X P79: Tfj àjiorofifj fila TiQOGaQjuà^ei evOeXa grjTi] 
êwâ/biei fxàvov avfjLfxexQOç ovoa tfj ^kr], j 

•5 ^ 0.vJ^^-Kj/>-=:v|c— v|cZ î EUCLIDES X Plll : 

tff àTZOTOjLir] ovx êanv r) avrr] rfj êx ôvo ovo/iàrcov, \ 

^ 19. afieq O 

» — » — » 

{ BucLTOES X P54r59, 91-96 j 

•2 8rt— 6eQ O- 

»^l«+(6+a)J[(8a-^6)/(27&)]| + '4a-ib-\-a)^i8a-b)/i21b)] = '^ 
•3 a— &£Q .3. 
*^î[2a-6+2>j[a{a-&))]/4i + *v||[2a-&-2vj[a(a-fc)|]! =vKvla+g6) 

« 20. 

•01 ocQ.mcR .3- 

<f»i = î ^ [îJ,îeN, . ni=p/q r^j>,q . ?/= («^PJ^/3 ] Df 

•02 as 1+Q . «ifiQ .3. ajV>i = 1' [a^ ( ,I»0 ] Df 

•03 06/(1+0). — 1, - 

afi,m,n€Q, .3. l'"=l . c^meQ. . P11M--4 



I-\>r,nsit. t.Z ».3 
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+ -x/r<Q 

^ 21. a,h,c,(1eq O: 

•0 ?;>« .=. tert+Q .=. a(jfc)-(,T«) Df 

•01 <:•>* . i^>-a .3- <■>« '02 rt=6 .V. a<b .w. a>6 

M ft>a .=. b+c > rt+c -1 1 6>a . rf>c Q. b+d> a+c 

•2 rt>-& .=. rtc >• 6c '21 a';>b.c'>d .'^. ac'>-bd 

•22 a>&.c>rf -3 ac+M>ad+6c -3 6>a .=. /b<i/a 

•4 a>6.=. a'>6° •*! c>l Q: a>6.=. c''>c'' 

•42 c<l .3 o>6.=. c''<c* 

•5 V^a .=. -(6<a) .=. &>a .w & =a .=. ôeo+Q,, ,^. ,ia3-T^ Df 

^ 22. a,b,c,deq .3 §>P10 

« 23. (Q|No)§>P12 

^ 25. a,&eQ .3. 

•1 Ni(«+6)<vja+^ 

•2 a>6 .3 >!(«—&) > vja— v|6 

•3 4«+&)>^+>J&-vi(«V4) 

•i a-—b .3 (a+&)/2 > ^ab) [ P2203 .3. p ] 

•» a>6 .3. {a-bym < (a+6)/2-vKa&) < (a-6)y(8a) 

[ (.a+6)/2-vKa6) = (a-6)»/[2(a+6+2vKaô))] ] 

^ 26. m,n^,ysQ, . a; -= y .3. 

■i a;*"//" < [{t7i^+mj)/{in+n)]"'*'' 

•2 (l+/wr < [l+/('»+«)]'"*" [ (l+M, l)|(x, y)P-l .3 P 1 

•3 J»<rt .3. (l + /rt»)«<(l+/n)'* [ (n-«i) |;.P-2 .3 P 1 

•4 m</i .3. (l+a;/»?)'"<(l +«?/«)'» 

[ {mix, nlx)\(m, n)P-3 DP] [ P-4 . a;=l .3. P-3 

•S W<1 .3. (l+a!)"<l+»i;» [ («uc,l)l(x,n)P-4.3P] 

•« w>l .3. (l+a?r>l+»ïa; [ (1, »i, »ix)l(m, n, x)P-4 .3 P ] 
»emP-5 [ (1/w, nuc)l(m,x)P-6 .3. P-S ] 
DemP-4 [ (n/m,a-/»)l(m,af)P-6 .3. P-t ] 

•7 (1 +/'")" <(l+/«)''+^ 

[ [n+1, (»n+l)/m, «/(n+l)] | («, x, y) P-1 3- P ] 
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■^21. e e 

•0 = Q«âJ3(a?<l) = Q'^(l— Q) Df 

-01 0=(i'>a?3(a;^l) = Q„'^(l-Q^) = 0wtOwtl Df 
M \—d=d : ee—d : meNi Q. 0'"=0 

1-6» =f* : 00=0 : »*£N, 7). 0"'=0 

•2 ^ = R«0 Df ? 



Num Q ^ 


29. Num Q> Num No 


2Q eîJ 


30. (Q 1 N,) §v P1-1--8 


« 


31. P31--3 


« 


32. (Q 1 R) §v P21. 


eîJ 33. 




•0 fte Cls'Q 


. aA .3 



^k = r ir3 a (m;H)3[ maN^ . us (Af l—>?i)Sim . a?=v(i^,l— m) ] Df 
•1 ftfi Cls'Q . -aA .3 lA =0 Df 

Note. Dans les P33-34 nous définissons la somme d'une classe k de quan- 
tités positives, comme la limite supérieure des sommes qu'on peut faire en 
prenant un nombre fini d'individus de la classe. 

Cette somme trouve sa place ici, puisqu'elle ne contient que le signe « 1' »; 
il ne faut pas la confondre avec la somme d'une série, où figure l'idée de 
< lim », et qui sera définie dans §lim PIO. Les deux idées sont liées par la 
P35 : « Soit k une classe de quantités positives, en nombre infini, et dont 
la somme soit finie; alors la classe A: est dénombrable. 

•2 k€ Cls'Q O. Ik £ Qou £00 

'3 h,k£ Cls'Q . -^(IHc) .3 l(hyk) = Ih+lk 

•4 k eCls'Q . aeQ .3 lak = a^k 

^ 34-1 v/N, =00 i Leibniz a.l673 MathS. t.l p.49 } 

-î aybeq 3. 2/(a+No6)=oo 
•3 2(2|^-NJ=1 

•4 US Cls'N, 3. 22-** se -5 e= (22-") \u ' Cls'N, 

-6 22[^(-N,')£Q.R 

•61 2X^— (2f^No) £ Q-R î D.Bernoulli a.l729 CorrM. t.2 p.326j < 
-7 mal+Q 3. vN,~"*èQ j MacLaurin a.l742 p.290 } 

•« mel+Q 3. v(2No+ir'" = (1— 2-"*)2N,~" 
} Joh. Bernoulli t.4 p.ll j 

[ 2^1-"» = ^(2Ni)-^+-5'(2No+l)-".^(2NO-'" = 2-^-2^1-^ O- P ] 
-9 2(1+N,)^(-1-NJ=1 [Leibniz a.l673 MathS. t.l p.49j < 

^ 35. hs Cls'Q . Numft s infn . i* eQ .3. Numft = Num No 
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Q 






40. (Q„|NJ§/7Pl-l--9 

41. (Q|R)§i7Pll. 

42. (Q|R)§!P2. 



max min Q 

43. (Q I R) §max P3-1--0 

i«,reCls'Q .3 

•7 a t maxH .3- niftxie = l'w "TJ l'iieu r^.l'uz=maxic 
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§64 q 

+ - Q q 

^ 1-0 q = Qw— Qw^Oîzz: «quantité» \ Df 

ije 1-4. (Qo,q)i(No,n)§nPl-4 

X q * 5. §X P4 

/q * 6. (q|r)§rP6 

^ 7. PIO 

+ -±X/rQqvI 

^ 11-14 (q|n)§^Pll-14 

^ 15. afi.ceq Q. 

•0 a:=a+& .=. .^r=a4-& .w. x=a'-b Df 

•1 a'— & £ Qo .3 ^^q • ^*+2aa7+ft =0 .=:. œ= — a+^J(a'— ?>) 
^i 1 a'— & e. — Q .3 -a q^ ^3( » ) 

[ Hp O: x^+2ax+b = .=. {x+ay = a'— 6 O. Ths] 

î EucLiDES VI P28, 29 { 

j Léon ARDUS Pis anus a. 1202. p. 407 : 

« (Si) volueris invenire quantitatcm census [ce*] , qui cum datis radicibus 
"[-|-2«5c] equetur numéro dato [ = — b ] , sic facias : accipe quadratum me- 
dietatis radicum [a^], et adde eum super nuinerum datum [a*— &]; et eius, 
quod provenerit, radicem accipe [\|(«'— &)]; de qua nuinerum medietatis 
radicum toile [^ ( a-— 6)— a] ; et quod rcraanserit erit radix quesiti census». 

-2 a -=0 . 6'— 4ac £Qo O- 

œeq . aa^+bw+c =0 .=. a?= [--b+^{b^^4:ac)]/{2a) 

*2i 6'— 4r/c £ — Q .3» '^ q^ oo3{aœ^+bx+c =0) 
j Brahmagoupta (Version de Rodet, p. 75) : 
« Mets le nombre connu dans le côté opposé à celui où sont... Tinconnue 
■et son carré. Au nombre connu, multiplié par quatre fois le nombre des 
x^ ajoute le carré du coefficient du terme moj'en; la racine do ceci, moins 
le coefficient du terme moyen, étant divisée par deux fois le nombre des 
-carrés est la valeur de ce »| 
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•3 a{a-b) =If .=. b= a(>J5-l)/2 .=. a= 6(^]5+l V2 .=. 
a^j^{a+by = 3i>' .=. b(a+h)=a' .=. a-b = «(3— >J5)/2 
t EUCLIDES XIII Pl-6 î 

^ 16. a,b,x,yeq.^: 

•1 œ+y — 2a .xy^=b .=. x+ij = 2a . œ—y = +2>J(rt'— &) 
j DiOPHANTUS I P27 î 

•11 07—1/ z=z2a ,xy =& .=. »r— y z=: 2a . ir+y = +2>J(a'+b) 

î DI0PI1ANTU8 I ?:-«) j [ {—y -h) \ (//,6)P-1 D F ] 

•2 oj+y =ia .x'^+y^ = ?>* .=. x+y =n , x—y z=. 4-^2^— a*) 
I DiOPHANTUS I P28 ! 

•3 x'+f =a . xy =b .=. x+y =+^a^2b) . x—y=±>la—2b) 
j Bachet, Cortuneiitaria in Diophantum, I, 33 quî^stio I. j 

•4 a^+it =a . x+y =& .=. ^+// =b . MAOG--yf =: 4a— 2// 
j DiOPHANTUS IV PI } 

•5 a7*+y* =a . o?4-y ^=.b .=, x+y =ib . 2{xyf—Wxy+U—a =0 
•6 0?*+/ =<^ • ^+y =^ •=• ^+/y =& • obxy{W—xy) =i b^—a 

* 17. 

"1 apjU^v eQ . i^-^-i* =?> . /^^^ = (a/3/ .3* 

xE(^.x^=-aX'^b .=. x = ^u-{-^^v [§|SP2-113P] 

j N. Tartaglia, Quesiti et inventioni diverse, a. 1546, p. 123: 



Quando che'l cubo restasse lui solo [oc^zrax-\-b] 

Tu osseruarai quest'altri contratti. 
Del numer farai due tal part'a volo [h =r w+r] 

Che l'uiia in l'altra si produca schietto 

El terzo cubo délie cose in stolo. [uv = (<ï/3)'] 
Délie quai poi, per commun precetto 

Torrai li lati cubi insieme gionti 

Et cotai summa sarà il tuo concetto. [x = '\|w + ^Jt*] 

Questi trovai, et non con passi tard! 

Nel mille cinquecent'e quatro e trenta 

Con fondamenti ben sald'e gagliardi 
Nella città dal mar'intorno centa. j 

•2 a,6£q . 6^4-a' >0 O- 

xeq . x'+3ax+2b =0 .—. x—. »J[-6+v|(b'+a»)]+'v|[-&->J(&*+a")} 
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* 20. > q 

afieq .^. -o V^a .=.b£a+Q, Df 

•01--11 i=:§QP21-0l-02-4-n 

■12 1C>a ,=. —b < —a -2 &>>a . ceQ .3 bc^ac 

•3 ?> ^ a .=. &>a .w. 6=a .=. -(^<a) .— . bea+Q^ Df 

^ 21. aeQ . 6,C£q .3 

M 6*— 4ac ^0 . a7£q .3- <:î^'+6a;+c^0 

•2 6'— 4â^>0 .3. ^qf^x3(ax''+bx+c<0) 

•3 3- 3 r^ 

^ q ^ 30. (q I No) §2^1 

^ 31. P3 

^ 32. (Q,q)l(R^)§JP22 

n q ^ 33. (q|N,)§//Pl 



+ - X / h < 2" // mod q 

« 40. afisq .3 

•0 moda = ? Q^^ a'3(a=:^ +0; .u. a:= —ii) 

•1 moda eQo -2 mod(a+?>) ^ nioda+niod& 

•3 mod(— a) = — moda -4 mod{aXb) = modaxmodft 

•5 a«=0 .3 mod/a =:/modà 

•G //^eN, .3 nQod(a'") = (moda)"* -7 moda = ^«* 

•8 meN,.f£qFV"m .3 mod^/^ 2'raod/' 

•9 .3 modnf= nmodf 

sgn q ^ 41. (Q,q)|(R,r)§sgnP-0-'8 



lOi 



^ 


42. 


max 


min 


if.,rE Cls'q 


^/,teq .3 




•0 


max?« 


=:7ff'>ir3(y8ff r^j. 


y^-r) 


•01 


min^< 




-^x) 



Df 

Df ! 



3 1 max<< . a i max?- .3- * * max(/<o?-) = max(^ max<< w f max/-) 

•2 max(i<4" '0 = inax^/+maxr 

•H-*22 (min|max) P-l-*2 -3 nim(— //) = — maxH 

[{ax'+hx-\-c) \x\ (-6/(2^0 ) = (4ac-i^V(4^) 

•7 u£ Cls'(q sjtx^\ji —X ) .3- 1^'^ 

iie 4:1 + - ri^ X Q q 

•0 a= Yff .=. a— Q = ^/— Q Df 

•01 a=lj( .—.a+(^=n+q Df 

•i)!2 a= l'if .=. -a /«'^(rz+Q) : j/e^— Q 0.y- ^ «'^(V+Q) Df? 

•03 a= !/(.=. » — > + » — Df? 

•04 +x = y H .=. /<— Q =q Df 

•or; —X =r l/« .=. /^+Q =q Df 

•00 +x =: r^^ .=z: uisq r^m. a (C^ifft+Q) Df ? 

•07 —X =zz l^f( ,=, » » » — » Df ? 

•1 1 a?^ . nteq . ^3 "'~Q<) -ID- 1''^ ^/'^ — Qo 

•2 aeq .3 ^^+^ = ^ +^^ = x + x nz x . a— x =. (— x )+a = 

— X — X = — X . — x<a<^+x . — x-<[+x Df 
•21 asQ .3 ax(— x)=::(— x)Xrt=— X Df 

•3 ^u . ar .3 r(/<+r) = l'u+Vv> . l//«+r) = l^w+l^r 
•4 a^^ 3- l'(— '0 = — l^^ 
•3 3/^ . ///eQ 3- 1V'''0 = '^^1''^ -U''''^) ^^ ''^V^ 
•5 aMnaX(>« 3- nitix/^^l^^ : annin^^ 3^ niin/« = l// 
'61 l'i^ £H 3 ^'^ = max^« : Iji eu 3 V^ ^^ min?« 
•7 l'^f, l'rfq 3 l'(^^w'') = max(d^< u d'r) 
•71 1^^./, Ireq 3 M^<w'") = min(d?«ud/') 
•8 u'^r . a^( 3 1'// ^ 1'/: . 1/^ ^'l/: 
•9 i3^' • 3^^ • ^'^'' -D^' 3^Hr+Qfl) 3- ^^*' ^= ^'^' 
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§65 Log 

+ - X / h Q q Log 

a,b£ Qwl . .r,?/£Q . ûieq .^. 

M *Log.r ziz ? q^ J3(rf[^ j zir^) Df 

•2 "Loga? £q . qY'Log.r) =.c 

^Log(r/f^/>0 r=:/>i . '^Logl =0 . ''Loga =1 
•3 «Log(aîî/) =:.!îLog.r-h '•Logy -4 «Log/o? = — ^Log^ 
•5 '^Log x^ = m X "Logo? 

•G '^Logft X *Log« =1 -7 «Log;r z= *Log^ X ""l^ogh 

j Neperus a.l614 p.20: 
« Ex his praelibatis judicent cniditi quantum emolumenti adfcrent illis 
logarithmi: quandoqiiidem per corum additionem multiplicatio, pcr substrac- 
tionein divisio, per bipartitionoin extractio quadrata, per triparti tionein 
cubica, et per alias faciles prostaphaereses oinnia graviora calculi opéra 
evitantur.»i 

Note. Soit a une raison; Eucli de appelle a-jW^... la raison doublée, triplée... 
dtjr?.aai<av, XQi:tXaaio)v... AÔyoç. 

Dans (V^ , n est l'exposant de la raison, Xôyov àgiâftoç'^ d'où le mot « loga- 
rithmus», introduit par Neper. Les logarithmes de Xeper sont liés aux 
logarithmes naturels par la relation: 

log nepo? = — lO^logClO"""^^), 

c'est-à-dire il n'a pas écrit notre virgule décimale; mais les chiffres sont 
les mêmes. 
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§66 E 
* 1. + n q > E 

cûytjsq .3- '1 Ex = lïi^ :;3{a'^a<Cx+l) \ = « Entier de a? * j Df 

Note. La notation Ex a été introduite par Legendre, Théorie dea lumibreSy 
II édition p.8 a.l808: Gauss a.l808 t.2 p. 5, a indiqué Ex, par [x], 

•2 EEa7 = Eir -3 a7£n.3Ea?=J7 

•4 E(.T-f-y) ^ E^+Ey -'i x>y r^.Ex'^Ey 

•G E^?/ = E(a?y) Df 

?î& 2. + -^ n X / q > E 

•0 xeqrn 3. Eo: 4- E(~â?) =:— 1 -l ^en .3 Ex-\-Ei—x)z=fy 

xec[ 3- 

•2 ir*==0.3-E[(EcxV^l— l = E.r+E(-ir) 

•3 ojeQ . ae^, 3. E(a?/<^) 1= E \{Ex)/a\ 

•4 07— Eir< /2 3. E 2.^; — 2Ea; =0 

•o 0?— E^'^ /2 3. E 2a? — 2E^ =1 '6 Ea; ^a* < Ea? +1 

^ 3. + Nj — n X /h> •" -2" max quot Dvr ! Cmb Np mp Qq E 

•0 xe(^ . «fNj 3. 2:\[E(x+r/a)]\r, 0-(a— 1)| = Eàx 
! Bertrand Arithmétique a.l851 p.l09 j 

•1 xeq . aeN, . -a [;3?x(l*"a)]^n 3- 

2:\ (E ro?) |r, l-aj + ^^î[E(r/o?)] |/', 1-E ao;j = aEax 

•2 a?£q 3. Eo? = 2;\[E{x/2' + /2)] |>', N, | 

^ =E( V2+/2)4-E( (r/4-4-/2)+... 

j Cesàro Excurûoiis Arithm. a.l885 p.36 j 

•3 Ex = m^:s[n f^ ysiy^x)] Df? 

•4 aeii . beN, 3. quot(a,6) = E(«/6) Df ? 

•5 a,6£No . D(2a-|-1, 2&H-1) =1 .3 

^|[EK2a+l)/(26+l)]|r,l---&j4-^^î[EK26+l)/(2a-f-l)l|r,l--aj=afr 
( -rs Gauss a.l808 t.2 p.7 | 
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•6 a,b£N, .3. IKa,b)=b+Z[^ah/b)\h,V''b]+Z[^-ah/b)\h,V''b\ 
•7 peNp . aéN, .3 mp(p, a!) = ^}[ E(a/p')] \^% N,j 

= E(a/p)4-E(rt/i/)4- 

ILegendre Th. des nomb. III éd. a.l830 tl p.ll j 

I §E G. Vacca j • 

§67 ^ 

* 1. q - E ^ 

a7,t/£q .3 '^ i^*^ ^^ ^ — ^^ J = " partie fractionnaire de ^r '' j Df 
•01 fipx = px . E/9a7=0 . /8Ea?=0 

Zehfuss (Grunert Archiv, a. 1850 t.27 p. 12) a introduit cette fonction px\ 
la lettre /? est l'initiale du mot « Bruclitheil » . Elle a été indiquée dans 
Fj N2 par &x. On l'appelle aussi « mantisse », c'est-à-dire « excédent ». 
Wallis, Opéra a. 1693 p.4:l: « Ejusque partes décimales abscissas, a/j>/>em/ice7n 
voco, sive mantissam » Voir MM a. 1899 p.l81. 

N, + N, — n X / R ^ -2" /7 mod min rest Cmb Np Q q E /5 

•1 yen .3 /8(;r+?/) =fix -i 1 //(.r+.y) = ^ {^x+fiy) 

•2 œen r). pœ •\-p{—x)=Q -21 .r-en .3 tiX'\'p{—x)=l 

•3 yen .3- fi{^y) = ^iyM 

'i xsQ r^: œ£R.=,^^,^7i3[{/pfx£N^] . } Euclides X P2: 
'Eàv ôvo fieye&œv àvlaœv àvdv(paioov^iérov àel rov èXàooovoç ành 
xov fulCovoç t6 xaraXeiJzàjLievov /LtrjôéTzore xara fier ofj là jiqb êavTov, 
àovjLijueiQa earai rà jueyé&t]. j 

•5 0^ffx<:i -Si P{x+y)^fix + py 

'iy /2 — mod(/Sa7 --/2) = min mod(a?— n) = mod(a;+Ea: — E2x) 

7 a,&£N, . 3 . rest(a,&) — bxp{a/b) Df ? 

•8 aeN, r).Eax = axEx +E{apx) 

•9 xeq .'^i xeU±s^ .=. 

} EuLER a.l748 Introdiwtio in Analysin n.378-380 j 
mt 2. nijne^^ . pe Np .3- 

•1 (Xm,n) £n\C[pm/pl , PPWpI] I^' , î^^'il + N,Xp 
•2 (X^^^) £ C[E(^/^/p) , ^n/p)]xC[pp{m/t)) , 2^i?(/^//^)] +N,Xp 
{•1-2, Lucas Amer. Journ. a.l878 t.l p.230j 

i %p G. Vacca \ 
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§70 Med 

< r 1, q Med 

^ 1. u,v8 Cls'q O. 
•0 UGdu = qf>x3{\H^ûr?^Vi() Df 

Xote. Medî* signifie «nombre moyen (médius) entre les w». Le signe 
«Med» sous la forme «M» a été introduit par Cauchy, a.l821, p.29. 

Dans Fj on a considéré deux autre^s classes de nombres moyens, dont nous 
tlonnons seulement les définitions: 

•01 Med'w = q'^ X3 '^(y,o)3(y^ZEH . y^x^ z) Df 

-02 Med"i^=: — <-<- Df 

— (\rsX3{\n<X<]!u) Df? 

Si la classe u contient sont maximum et son minimum, on a 
Med'w = Medu; s'ils manquent tous les deux, Med'w = Med"ît. 

Parmi ces classes de nombres moyens, la Medw est la plus importante, 
notamment dans l'intégration. 

On dit que la classe ii est convexe, si Medî* =:u. Voir §qn P4. 

M Med^^eCls'q -2 Med Medw = Med?^ 

•3 r llodu = Y u. l^Med?^ =z 1/^ 

•4 r'^n r^. Medr^Med?^ 

•5 ]\Ied/( ='/. . Medr =7^ .3. Med(?(^r) = (IMed^O'^CMedr) 

^2. + - X / h 2: il Q q Log Med 

•1 ?/£ Cls'q . aeq .3 Med(a+iO = a+Med;< 

•2 .3 Med(— ?0 = — Med?« 

•3 2^8 Cls'q . r/£q .3 Meda^^ = aMed?^ 

•4 ne Cls'Q .3 Ued/u = /lledu 

•r> ne Cls'Q . aeq Q. Med(if[^rO = (Med/«)[^a 

T) aeQ . u£ Cls'q 3- Med(al^i/) = afXMed/0 

j -S/S/e Cauchy a.l821 p.365-367 j 
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4( 3. «cN, .a^sqf l-n.a,&£Qf 1-n .3). 

•1 [2;(a;,l-n)l/n e Med x'{l-n) 

•2 ^(aXJ?, l-«) / 2:(a, l-n) e Med x\l-n) 

•3 2;(a7,l-«) / 2:(rf,l-n) e Med {x/ay{l-n) 

•* -2"(&Xic, l-)i)/2:{bxa, 1-») £ Med (ic/a)'(l-;î) 

•8 "4i7(rt,l-?0 £ Med rt'(l->() 

•6 n{a,l-n) [^/2:{b,l-n} e Med («^/^>)'(l•••») 
jP-d-6 Cauchy a.l821 p.L'9i 

•7 4[2:{a\ l-H)/>*]£Meda'(l"vO j Cauchy a.l821 p.371 [ 

^. 4. as Q-d . M£ Cls'Q Q. Med "Log?» = "Log Medw 
} Cauchy a. 1821 p.367 j 
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§71 i A ô 

^ 1. — mod q 1' 1, X 

u,v£ Cls'q .3 *0 ^^ = q^ ^5[ 1, mod(/*— â?) ^) ] Df 

•Oi œe lu .=: a'aq : /?fQ .3^- 3 ^^ 2/5[ ttiod(y— o^X^] [ = PO ] 

P1"0 «Soit w une classe do quantités. Par lu nous désignons la classe des 
nombres x tels que la la limite inférieure des modules des différences entre x 
-et les nombres de la classe u soit nulle. La P"01 exprime la même Df, où 
le signe 1, est remplacé par sa valeur. La classe lu, qu'on peut lire «les 
limites des m», ou «la classe limite de« m» a été indiquée dans F, et dans 
plusieurs autres travaux par Cm; la nouvelle notation est plus facile à lire. 

La classe lu est intimement liée aux classes Du, D'u, D,u, lu, Eu, Tai 
dont les propriétés sont développées dans Fj V §5,6. C'est peut-être à cette 
classe que se rapportent les Df de Cauchy, a.l821, p.l9: 

«On nomme quantité variable cjçWq. que Ton considère comme devant re- 
cevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres,.... 
Lorsque le^ valeurs successivement attribuées à une même variable s'ap- 
prochent indéfiniment d'une valeur fixe, de manière à finir par en différer 
aussi peu que l'on voudra, cette dernière est appelée la limite de toute.s 
les autres. » 

^\ u'^lu 

[ XBU .H). Ofi M— X O- 0« mod(M— ac) .3. l,nïod(M— a?) =0 .3- 2C£ Xu ] 

'2 llu = lu 

[ (Xu I u)F'l .3. lu 3 IXu (1) 

XB XXu . heQ . P-01 .3. 3 Am n y3[ mod(y—x) < A/2 ] (2) 

Hp(2) .y£lu .3. a ur> Z3[ mod{z—y) < A/2 ] (3) 
Hp(3) . mod(y— 5c)<A/2 . zeu . mod(z— y) < A/2 O- inod(z — x) <Ji (4) 

Hp(4) .3. a urs 23[ mod(z— £c) <h ] (5) 

xê llu . hsQ . (5) Elim(y,z) . (2).(3) .3. 3 ur^ Z3[ mod(«— se) <h ] (6) 

xs llu , (6) Export .3. xs Xu (T) 
(1).(7) .3. P ] 

'3 l{u^) = {lv:)Ulv) 

[ JI(muv) = qn X3| l,mod[(Mwr)— ce] =0 | 

= qn X3| l,[mod(M — x) sj mod(i;— x)] =0 \ 

= qn «3} l,mod(w — x) =0 .u. 1, mod(u— a?) =0 j 

:^ Xu\j Xv ] 



x A à ni 

•3i vT^v r^. ht ]3 ^^ 

[ Hp . §uP3-4 .3 vzz usjv . P-3 .3 Xv zrXusjlv .3 Ths ] 

•32 X{u^:) 13 ^^^ ^ ^^ 

[ uf>vZyu . univZ>v . P-31 3. A(mai;) 3 Xu . -i{î^Av) 3 Ay . Cmp 3. F ] 

•33 Xu =u . A?; =7^ .]3- ^(i«^^") = t^^' 

[ Hp. P-32 . P-1 . 3. Xiufsv) 3 î^u . tif^v 3 A(i/<M7) 3. Ths ] 

•4 XR = q,.Xr = q.Xê = Xe=::G 

^Jt 2. H X / t" Num max min T 1^ q qd l 

u,v£ Cls'q 3- '* Aw+^t^ ^(i^+^0 '2 X{—u) =. —Xu 

•3 Ai«xi«^ Z^ X{uxr) '4 -e ^?^ . rmod?« sQ 3^ l^l/^^ = /hnu 

•6 NuniH êNq .]3- -^^ ='<^ 

•7 Vu £q .]3- 1'^^ = max ^^^ : l^w sq ."^ \u -=• min Xu 

•8 r«^ = 00 .=:. r Aï* = oc : 1^?^ ^ — OD .=:. 1^ Xu = —00 

•9 iMed?/ = Med^^ 

— r 1^ q 00 A -4 

^ 3. weCls'q .3- 

•0 Qoe^w .=:. l'w==Qo . — ooa^w .=. l^w^— 00 . Df 

•1 ^w = Xu y (^00 y>(yl?/) w (^ — (x)^(^ii) Df 

"2 Xu = q^Au 

Note. La classe Au est formée de la classe Xu, et de T 00 et du — x> , 
lorsqu'ils sont la limite supérieure, ou inférieure, des u. On peut lire Au 
par < limite généralisée dos u » . 
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« 4. à 

n^rs Cls'q r^. -0 du = q^ X3[xe X(u - «;r)j Df 

•01 ^/f = q«.r3|l^ mod[(//-u*)— a-] =0j Df? 

•2 ôôu 3 <5^t '21 11"^ ou .^. <5u = â'/f 

•3 meN, .3. 5"*« ;3 5/< 
•4 Num/( £ infn . ï mod/? eQ .3- 3 ^<* 
•5 Num/^ £No .^. -a ou 

•0 -a in . ir=<5q=q . ô/:S, = tO . (5(/N, + /N,) = rO y /N, . 
(J(/N,^/N,) = /N, w -/N, w ^0 

•7 a^q .]3- <5(a+^0 = ^^+<^'* 
•8 aà^f . du'^u r^. Num Cls'q^ ?r3(2/. = âir) e infn 
•9 Xu =; U\j Su 
\ G. Cantor a.l871 MA. t.5 p.l23 ( [Continuation F, v §5( 

G. Cantor a indiqué « Tensemblo dérivé de u » par m'; la notation 
Du de Fi est ici remplacée par Su. 

La bibliographie de co>s sujets, due à M. Vivanti est contenue dans Fj 
p.71. Plusieurs noms introduits par les A. s'expriment facilement sans des 
symboles nouveax, comme suit: 

ôuZDu •=• u ^ ^^ •=• * l'ensemble u est fermé (abgeschlossen, chiuso)» 
u'Z^ôu .z=. cl 'ensemble u est condensé en soi (insichdickt) ». 
u = du .=. < » est parfait (perfect) ». 

-3Mn5w .=.« » est isolé (isolirt) ». 
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§72 cres decr 

^ — - X / h > max min I' 1^ q cres decr 
weCls'q .feqU .3 



\ 


/■£(qfM)cres ; 


x,y e u .a?<y. 3r, y. fœ < fy 


Df 


2 


» creSj — 


^» 


Df 


3 


» decr . — 


>. 


Df 


4 


» decr, . 


: » ^» 


Df 



Note. — Les P'l-'4 donnent une forme symbolique aux expressions 
« fonction croissante (crescens) » « fonction croissante lorsqu'elle varie, ou 
fonction jamais décroissante » « fonction décroissante » et * fonction jamais 
croissante » . 

'5 (qf/()cres '^ (qf/OcreSo -31 idem e (qf?^)cres 

•6 fe (qf<^)creSo . a t max/.^ 7^. max f'u = fmsiTiu 

•6i minw min minu 

•7 f,ge (qfM)cres Q. f+g, fxg £ (qfi/)cres 

•7i /fe (qft^)cres .^ — /"£ (qfw)decr 

•72 . aeQ .3- ^/"^ (qf^O^^res 

•73 /fe (Qfu)cres Q. //•£ (Q^Odecr 

•74 fe (qf^Ocres . ge [qf(/^/0]cres .3 gf ^ (qf^O^res 

•8 meq^ .3 {x''')\x £ (QfQ)crcs 

•8i oe 1+Q O- «*^|*^f (Qfq)cres 

•9 /fe (qf^OcreSo . ix;;£:i^ 3 lY'i^ = r/'['«^(a?+Qo)] 

» » r » 1 » — » 
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§73 Lm 

q A Lm 

« 1. xeqŒoD' 

•0 Lmoî = a3[ weNo .^[m- ^^ ^ x^m+'N^) ] Df 

JVbfe. « Soit X une suite de quantités. Pour définir Lmac, soit m un entier; 
considérons l'ensemble x*(m+No) des valeurs de la fonction fl?n, où n prend 
toutes les valeurs entières à partir de tn, et formons la limite A de cette 
classe. Si une quantité a appartient toujours à cette classe^ quel que soit le 
nombre entier w, elle sera une valeur limite de la suite x. » 

Cette classe limite d'une fonction se rencontre dans Cauchy a.l821 p.30: 
€ si l'on suppose que la variable x converge vers zéro, on aura 

lim((sinl))=M((~l,4-l)), 

attiMidu t^ue l'expression limflsin — j j admettra une infinité de valeurs 

comprises entre les valeurs extrêmes — 1 et + 1. » 

Voir KdM a. 1892 p. 77, et ma publication: Sur la définition de la limite 
d'uiie fonction^ American J. of M., a. 1894. 

•1 atq r^,\ 

ae Lmo? .=: ms^^ . /^eQ .^m,/». a (»i+No)^ w3[mod(a?^— a) <^h] 

[ Hp . P'O -Z)-*- «£ Lmo; .=: mfNo .I!>n. as. qn ^ cc*(?n+No) 

§AP3-2.3'. » » » aeAsc*(m+No) 

§A Pl-01 O: : » .=r.-.mfNo.Dw:^sQ.DA .a3c\m+No)^y3[md(y-fl)<;i] 

Import .3-*- » •= ! WfNo . ^Q I>i,A. » » » • 

§îP-8.3-. » » . » » a(m+No>>n?[md(xn-a)<A] 

•2 +a)£Lma? .=. l'a7'N<, = Qo 
•3 —00 6Lma; .=. l^a;% = — 00 
•4 rir%,l^a7%eq .3 aq^Lma; 

[ Hp . wsNo . §* P-4 .D. îc*(m+No) D «^No (1) 

Hp(l) . §q P43-8 .D. l'a;*(w+No) aq (2) 

Hp . w,7wNo . m<n .3. l'sc*(m+No) ^ l'a:*(n+No) (3) 

Hp . y= [l'x\^ri+No)]|n . (2) . (3) -D- V^ (qf No)decro (4) 

Hp(4) . m,n£No . §A P2-7 .3. yfm+n) £ ^ x*(w+n+No) (5) 

. §;i Pl-31 .D. Ax*(m+«+No) D i ir*(m+No) (6) 

» . (5^.(6) O. î^(^+n) B X aî*(m+No) (7) 

* . maNo . ^7) O- y'(wi+No) D Ax*(m+No) (8) 

» . » .3 y77i5l,x*No (9) 

Hp 4) . a= li/'Nû . (9) . §q P43-12 O. aeq (10) 
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Hp(lO) . TWffN. . §decr P-9 O- a=l'y*(t»+No) (11) 

» . (11) . %i P2-7 O. as X y*(m+No) (12) 

» . (12) . (8) O. oê XXx'(m+^o) (13) 

» . (13) . %X Pl-2 O. aeXx\m+^;] (14) 

» . (14) Export O: m«No .3n. ûwAsc*(m+No) (15) 

» . (15) . P-0 O. of qnLuKC (16) 

Hp . y= l'a;*(w+No)]|n . a= l,y*No O- «« qr^Lmx (17) - 

Hp.(17) O. Thfl] 

•5 aLmo? [P-4 o. P] 

•6 ^ q^Lm^r) = q^ Lma? 

^Jt 2. J7,y£ qfNo . aeq . r?i6N4 .^^^ 

•0 Lm ?(mFNo) = «a 

•1 Lm(a+a?) = a+Lm^ 

•2 -(—00 £ Lma? . +00 s Lmy) . -(+qo s Lma? . —oc e Lmy) r^. 

Lm(a7+y) 3 Lmrr + Lmy 
•3 Lmo? = Lm[^(/n+r) | r] 

•4 Lm( — œ) = — Lm^ 5 as Jjmx .=. Oe Lm(a? — a) 

•6 a-c=0 .3 Lm(axa?) = axLma; 
•7 -(Oe Lma? .qo £ Lm mody) . -(Oa Lmy .qo £ Lm mod^) .3- 

Lm(a;Xy) ^ Lmxxhmy 
•8 ir£ Qf Np . 0, OD -£ Lm.T .3- Lm/a? = / Lma? 
•9 Lm 0?** = (Lm^)*^ 
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H mod 00 q Lm lim 

^ 1. xsqfN^ .3- '^ limû; = ?Lma? Df 

•i asq .3- • 
a/c= lima? .=: hsQ r^h. a N,,^ m^ne w?+N^ .^n- mod(a7^— ^X/?J 

+ Qo=lima?.=: . x^'^ h ] 

—00 . a;^<— A ] Df ? 

Note. Soit X une suite de nombres. Par lima; « la limite des x » nous in- 
diquons le nombre fini ou infini qui constitue la classe Lma?. L'expression 
limsc aura donc une signification lorsque les conditions de§j P-0 seront satis- 
faites, c'est à dire lorsque la classe Lma? contient un seul nombre, fini ou 
infini. La P-1 donne la même Df, où on a remplacé le signe Lm par sa valeur. 

La notation commune est lim .;i^oo ^n l ^^^ ^^ lettre n est apparente. 

Dans ce § nous considérons la limite d'une suite ; la fonction lim sera 
généralisée dans §qn . 

"t limxeq\ét(+<x))yjc(—oo) .3- Lma? = rlima? 
•3 lima; £q .=;: AaQ r^h . sNq^ m3[ pem+NQ r^p . mod(ûGm—Xp )<h } 
( BOLZANO a. 181 7 p.35: « Wenn eine Reihe von Grôssen 
F^x, F^x,... F^x,... Fn+rx... 
von der Beschafienheit ist, dass der Unterschied zwischen ihren «ten Gliede 
^'♦Kcund jedem spllteren i^^+^'x, sey dièses von jenem auch noch so weit 
entfernt, kleiner al s jede gegcbcne Grosse verbleibt, wenn man n gross 
genug angenommen hat: so giebt es jedesmahl eine gewisse bestândige Grosse 
und zwar nur eine, der sich die Glieder dieser Reihe immer mehr nahern ... » j 

Â Umxsq .=:h£Q, r)h .a N^^ m3[pyqe ni+^^ Z^P^Q* iïiod(irp --xq )<h'\ 
•5 /£(qfNo)creSo r). Iim/'=17% . lim/'eqw^(+oo) 

•6 decr, 1/% . e(-oo) 

•7 aeq r). \\mi{taV^^=ia 






lim m 

* 2. + q Um 

1 aeq .3- ^^ {a+n)\n =oo 
•2 œ,ys qfNo . lima?, limy eq .3- \hn{x+y) = limit?+limy 

* 3. - q lim 

M aeq r^. lim (a— n)|n = — oo 

•2 œs qfN^, . lima? sq .3- lim— a? = —lima? 

^|t 4. X q lim 

•1 afiQ .3- lim(an)|n=oo 

'2 a?,yfi qf No . lima?, limy eq .3- lim(a?Xy) = lima?Xlimy 

* 5. / q lim 

•1 lim {/n)\n =0 

•2 œe (q-eO)fNo . lima? s q-eO .3» lim/o? = /lima? 

•3 afiyCydeq . c -e — dNo .3- 1^^ (an+&)/(cn+d) \n = a/c 

} Jac. Bernoulli a.l689 Operay p.382 j 
"4 XE qfNç . lim(a?^^i— a?J |n e qu r oo ^ — oo .3- 

lim(a?yn)|n = lim(a?„^i— a?^) \n \ Caucht a.l821 p.63 | 

* 6. f^ q lim 

M aeQ Q. lim(n*)|n=oo . lim (n""")|w =0 

•2 ae 1+Q O- 1™ (^**)l^ =^ '3 ^^ O- lî°^ (0|w ==0 

•4 a?£ qf No . lima? eq . m€S^ O- lini(a7"*) = (lima?)"* 
•5 œs Qf No . lima? eQ . meq -3 lini(a?"*) == (lima?)** 
•6 a?8QfNo.lim(a?„^ya?J|n8QoV^roo .3- 

lim C^n)\n = lim (a?,V^Jln { Cauchy a.l821 p.63 | 
•f afisQ, O. lim [("Ja+"j&)/2rin = ^(ab) 

S as 1+Q O- lîï^ (û^V^) l^ =^ 

•9 . meN, .3 lim ((C/rC^)\n =00 
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* 10. + 2 Q q lim 

•0 ue qf No O. v(î<,N,) = M,4-M,+... = lim [2.{u, 0-n)] \n Df 
•1 Afi Cls . a (AfN,)rcp . /£ qfft Q. 

2(/',ft) = 1 iB3[ t<£ (Af No)rcp . 3« . £C= 2.{fii, N.) ] Df 

•2 fte Cls . a (*f N„)rcp . fe QfA Q. v(/;â) e Q « too 
•3 fte Cls'q . a (Af No)rcp 3. v^ = 2(idem, A) Df 

•* Me (QfN„)Sim O. v(„,No) = v(M'No) 

P'O Soit u une suite de q ; c'est-à-dire soient Uq «i u^ ... des quantités. 
-^(WjNo), qu'on écrit aussi Wo+«i+..., lorsque la loi de formation est 
suffisamment claire, et qu'on peut lire « la somme de la série u » , est la 
limite de 2'(w, 0"'n) pour n infini. 

L'expression « la série u est convergente {advergens de Leibniz^i » sera 
traduite par ^(WjNo) eq, et la « la série est absolument convergente » par 
2'(modu, No) êQ, sans introduire de notations nouvelles. 

La P-1 donne la Df de Z[ii^k), où k est une Cls dénombrable, et u une 
fonction définie dans cette Cls. 

La P*4 relie les idées « somme d'une série » et « somme d'une classe » . 

Ces P sont classifiées sous le signe « lim » qui figure dans la Df P*0. 

^ 11. w,r'6:qfNo O- 

•1 2(wA)£q O- linii^==0 }Cauchy a.l821 p.ll6 } 

[ Hp . mNo .3 u^ = 2'(w, 0-n) — 2(u, 0-(n— 1)) (1) 

Hp . (1) . D . limw = -TCWjNq) — 2'(w,No) =0 ] 

•2 meN, r^: 2;KNo) £q .=. v(Mm-}-r|r,No)€q 
•3 ue QfNo O. l(u, No) fi Q w ^oo 

[ Hp O. .r(u,0 ••n)|nfi(QfNo)cres.Pl-5 .3 Ths ] 
•4 2(w A), 2(^^ A) eq .3 2(w+î^, No) = v(w,N^ + v(î;,N,) 

I Cauchy a.l821 p.l32 ( 
[ Hp . PlOO . %S Pl-41 . %S Pl-4 . P21 . PlO-0 .3 

2:(M+t7, No) = lim ^•(m+v, 0— n) |n 

= lim [S{u, 0--n) -f- 2{v, 0— n)] |n 
= lim[2'(M, 0— n) |w-f 2:(v, 0—n) |n] 
= lim 2'(u, 0"-n) |n + lim 2'(r, 0-n) \n 
= -?(«,No) + 2'(v,No) ] 
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i^ 12. + - 2 lim 

•1 us qf No . limît ^0 -3 "o ^ (Wo—"i)+("i— "•)+••• 

} MacLaurin a. 1742 p.293 j 

'i .liraM^oo .3. (U^—Ug)-\-{u^—U^)+....^(X> 

•3 M£ qf N, . 2(M,N,) £q Q. l(-u, N.) = -2;(m,N„) 

•4 ue (QfNJdecr . limw =0 r^. Mj— w,+Mt~"j+ — ^ ^'^o 

■i .3 l[(-irii^ \n, NJ e eu, 

\ Leibniz a.l713 MathS. t.3 p.987 : 
< quandocunque séries constat ex membris alternatim positivis et privativis 
et membra ips« decresciint in infînitum, séries est advergens » i < 

t Caucht a.l821 p.l30 j 

3|t 13. X V lim 

•1 ue qfNo . aeq . l{u,N,) eq .3- -(«"> ^») = «2(?«,NJ 

[ Hp .3. 2(au,^o) = lim ^{au, 0—n) \n = lim aS{U, 0—n) \n = 
a lim 2{u, 0'"n) \n = a2'(M,No) ] 

M 1 us QfNo . 2(M,No) eQ . ve QfNo . l't-'No eQ .3 i(vxu, N») «Q 
•2 z«e QfNo . 2(M,No) fiQ .3. Os Lm(?z«„ \n) 
•3 «,7;e QfNo . 2(w,No), 2(r,No) eQ 3- 

2t2(M„«„_„|w, 0-n) |«, NoI = 2(«,No) X K^^A) • 
•3 «,î?e QfNo . Mo+M,+- , ^'o+«'i+- fiQ 3 

«o«o+K«i+«A)+(«o«''t+"A+M,»o)+- = (Wo+"i+-)(^'o+^-'i+-) 

{ Cauchy a.l821 p.l27 j 

* 14. X / 2 lira 

•1 1 = /(1.2)+/(2.3)+/(3.4)+ .... [ P121 . «„ = /n O. P ] < 

{ Beouncker a.l668 Phil. Tram, t.3 p.645 j < 

•2 aeq-(-NJ .3. /(a+l) = /[(a+lXa+2)]+/[(a+2)(a+3)]+... 
j MacLaurin a. 1742 p.246; Joh. Bernoulli a. 1742 t.4 p. 7} 

•3 weNj .3. (1+/2+ "• +/w)/m = /[l(m+l)]+/[2(m+2)]+ .... 

j MacLaurin a. 1742 p.295 } 
•* aeq-(-No).weN, .3 [/a+/(«+l)+-+/(«+w-l)]/m = 
/[a(a+m)]+/[(«+l)(a+»*+l)]+ - t MacLaurin a.l742 p.298 j 
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^ 15. u,vB Qf No O- 

•1 ■ 00 -e Lm{u/v) . 2(»,No) eQ O- 2(i*,No) eQ 

•2 lim (u^^i/uj\n e 9 Q. l{u,'N„) eQ 

•21 e 1+Q =-» 

{Cauchy a.l821 p.l23: 

**« + ! 

«Si pour des valeurs croissantes de n, le rapport converge vers une 

limite fixe k, la série sera convergente tontes les fois que l'on aura k^l, 
et divergente toutes les fois que l'on aura fc>l.«| 

•22 maxLmK^i/M„|n)<l .3 2(m,N„) eQ 

•3 2(M,No)=oo .3. 2J[u„V2(«,0-n)]|rt,N„j=oo 
j Abel a.l828 t.l p.400 | 

^|t 16. ^ 2 Um 

•1 coe ±e .3 /(l-œ) = l+œ+a^+ ... 

j Meecatok Logarithmo-technia a.l6€8 p.25 p.30 } 
(l—x)-* = l+2a?+3a5' + ... 

(l-a;)-' = l+Sx+6x'+ ... +n(n+l)/2 ce' + ... { Cont. P30 } 
•2 ue (QfNo)decr .3: 2(m,No) eQ .—. I [2'*m(2'») jn, NJ eQ 

{ Cauchy a.l821 p.l23 j 
•3 max Lm"v}M„ \n ^l .3- 2(«jNo) eq 

•-4 >1 .3. — =00 

{Cauchy a.l821 p.l21: 

< Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, tandis que 

i_ 
n croît indéfiniment, l'expression (u^)" , et désignez par k la plus grande 

de ces limites, ou, en d'autres termes, la limite des plus grandes valeurs 
de l'expression dont il s'agit. La série sera convergente si l'on a fc<l, et 
divergente si l'on a fc>l. »| 

^ 17. pe 1+N, . aéR .3. 

li^^i-n*) \n, N.1 2[{-im(-«») \n, N,], v[a»2t(-«') l«, N„] e Q-R 
{ ElSENSTElN a. 1843 p.l93 j 
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^J&. 18. 2 mod lîm 

•1 ue qf No . l{modu, N^) sQ O- ^(^?No) 8q {Cauchy a.l821 p.l29j 
[ Hp O- w= [(modu-^-u) — (modî/ — w)]/2 . modu -\-u, modu — w 
« QofNo O- -S'(modw +w, Nq), S(modu —u, Nq) «Qo O- Ths ] 

-2 tte qfNo . l{modu, No) eQ . t^8(Nof No)rcp O- ^(^^^ No) = v(w,No) 
{ DiRiCHLET JfM a.l829 j < 

•3 ue qfNo . 2(t^,No) 8q . ^(niod//, No) = oo . hsq .3- 

a (NofNo)rcp ^ v3[l{uvy No) =/i] t Riemann a. 1854 p.221 j < 

•4 U£ QfNo . 2(w,No) =00 . limw =0 . aeq .3- 

a(dw^-l)fNo^fe[a=v(<w,No)] <J 

•5 te Cls . NumA = Num No . fe qf& . l(modf, h) êQ Q. 2(/;A) eq 

^ 19. 

M ttfi qf(NoîNo) . 2[moda.,, | {r;s), (No!No)l «Q O- 

2Î2(wMk, No)|s, Noi = l\l{Ur^\Sy No)|r, Noj < 

•2 HypP-1 . î?€ }(NoîNo)f Nojrcp Q. 

2:(i^t?, No) = 2:\2:{Ur^ |r, No)|s,No} <i 
} -i-s Cauchy a.l821 p.445 } < 

w,t?£qfNo O- 

•3 2(modw, No), 2(modt% No) eQ Q. 

2(i^,No) X 2KNo) = l[l{^n.'^n-n. 1^7 O"'^ ) 1^. ^o ] 

} Cauchy a.l821 p.l32 j 
A 2(w,No), 2(î;,No), 2[20^^î?n-m I^, 0-n) |n, No] eq Q. Ths P-3 

{ Abel a.l826 I p.226 j 
•5 2(modw, No) eQ . 2(t?A) «q -D- ThsP-3 

{ Mertens a.l875 JfM t.79 p.l82 } 
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20. 77 Um 

•0 ue qfNn .3- J^(">No) ^ u^Ui ... ^ lim 77(m, 0"-w) |n Df 

•01 msn . î<e qf(m+No) .3- 

77(«<,w4-No) = M„,w„^, ... = lim 77(m, m "■ ni-\-n) \n Df 

•1 ue Qf No . 77(M,N„) £Q .3 Umw = 1 
•2 a,ft£Q . a<6 .3. lim 77[(a+; •)/(&+;•) [r, 0-n] =0 
•3 » à^>b » » » » » ^00 
•4 pe 1+N. .3 77[(1— p-") |n, NJ e Q-R } Eisenstein a.l844 p.39 t 
•5 oceq . mo(LT<l .3. /(l— x) = (l+a:)(l+a;')(l+a;*)(l+a^ ... 

= 77î[l+at(2«)] |n,N,| j Euler a.l748 p.273 j 

Mt 21. 

• 1 ue Qf N„ .3 m+u, N.) £Q .=. v(n,N„) eQ 
•2 M£ ÔfNo .3: 77(l-«, N„) £Q .=. v(«,No) £Q 

•3 77(1— M, N„) =0 .=. i(i<,No) = 00 

■i ue (-l+Q)fN„ . 2(w,N„), 2(»',No) £Q .3. 77(1+m, N„) fiQ 

■5 . 2(«,N„) £Q . 2;(«',N„) = 00 .3 77(1+m, No) =0 

î PM--5 Cauchy a.l821 p.460 j 
•6 ae q-No . »i£N, .3 

tnl\/n[(a+r+s) \r, 0-m] \s, N„! = /77[(a+r) |r, O-(m-l) . 
î Joh. Bernoullî a.l692 t.l p.521 j 

^ 22. ! lim 

•1 a£q .3. lim(aVn!)|n=0 
•2 lim"vKw!) in = 00 j Cauchy a.l821 p.64 | 
•3 1 = /2!4-2/3!4-3/4!+... = l[ n/{n+l)l in, N, ] 
I Joh. Bernoulli a. 1742 t.4 p.9j 

JK 23. sgn lim 

•1 ke 1+Q . a?£q .3 sgna; = lim (**"-*-")/(*'"+*—") \n < 

^ 24. max min lim 

•1 ue Cls'Q . Numw £N, .3. lim [(2 w"^')/(2m") = maxu 

I D. Bernoulli Comm. Petrop. t.3 j 
'2 HypP-l .3 lim''>j2(M") |« = maxw . lim (lu~yi* |n = minu 

} Encke a.l841 JfM. t.22 j 
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^ 30. 1 Cmb Um 

•1 msq . œeq . mo(k?<::;i r^. 

{l+x)'^=2[C{m,n)x'' \n, No] = 

l+nix+7n(m'-l)/2\ oc^+...+m{ni^l)...{m''n+l)/nlx'^ +... 
\ Newton 13 Junii a.l676 : 
«Sed Extractiones Radicum multum abbreviantur pcr hoc Theorema. 

P+PQ|-S-= P -S- + - AQ+ -2— BQ+-3^ CQ+^;jpDQ+ &c. 

ubi P+PQ significat Quanti tatem cujus Radix, vel etiani Dimensio quœvis, 
vel Radix Dimensionis, investiganda est, P primum terniinum quantitatis 

ejus; Q, reliquos tenninos divisos per primum. Et — numeralem Indi- 

cem dimensionis ipsius P+PQ: Sive dimensio illa intégra sit; sive (ut ita 
loquar) fracta; sive affirmativa, sive negativa. 
Nam, sicut analystae, pro aa, aaa, &c. scribere soient a', a', &c. sic ego^ 

I i i 

pro y'a, la»", yCa» &c. scribo a , a^, a^, . . . 

aa 1 

^* "'" P'" ]'C:a* + bbx ' ^"^^ ""^ ci*-iibx\ 8 

... Denique, pro terminis inter operandnm inventis in (luoto, usurpo A, 

B, C, D, &c. Nempe A pro primo terinino P ip ; B pro secundo — AQ; 
& sic deinceps. > | 

•2 me -l+Q O- 2"*= l[C{m,n) \n, NJ JAbel a.l826 t.l p.245î 
•3 msQ, O. 0= 2[(-l)"C(m,n) \n, N»] 
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^ 31. Np Um 

•1 limt|max[Np'^(l^-4(l•••n)•)/NJ}/n}|n =00 ^ 

j TCHEBYCHEP ; VoÎT Markoff a.l895 CR. t.l20 p.l032 j ^ 
•2 Um{Num[Np« (4No+3)«(l-n)]-Num[Np«(4N.+l)«(l-n)]}ln= oo 

•3 Um} / } — =1 

•4 Um}{ : j 

/Num[Np '^ l-E>Jn] } [n =/2 < 

} 'i-'3 TcHEBYCHEP a.l853 Mélanges Math. t,I p.543; 
•4 CesAro a.l896, R. A. N.\ < 

'S me 1+Q« O. iNr" = J7[/(l-n-'") |w, Np] 

I EULER a.l744 a Petrop. t.9 p.l72 ; a.l748 p.225 } 
•6 a,heS^ . D(a,&) =1 .3 2 /tNp '> (àS^+b) } =» 

} DiRiCHLET a.l837 Werke t.l p.313 j <, 



§75 Chf 

a:sq .3: 

•0 Chfi» = EX^X-'a? = X/îX-'Ea; = Ea?-XEX-'a? Df 

'01 ChfireO-(X-l) 

M œ= Ea7+2[X-"Chf(X"a?) \n, N,] «l l a;=2[X-Chf(X"a?) |n, n] 

•2 <ccr .=. a (w,n)3[m,neN. : pem+N^ Q,. Chf(X''a7)=Chf(X*-^"a?)] 

Note. cChfo* qu'on peut lire «le chiffre de ce*, représente le chiffre des 
unités de x, dans la base X, que noos lisons dix. En conséquence, Chf(X» x) 
Hignifie € le chiffre qui suit de n places le chiffre des unités. La P-1 donne 
l'expression d'un nombre sous forme de firaction décimale, et la '2 dit que 
la fraction est périodique, lorsque le nombre est rationnel. 

Le symbole cChf» est tiré du français; car ccyphra» signifie (Enler). 

U peut être utile dans quelques recherches; mais ne figure pas dans les 
autres §§ du F. 



125 



§76 e 

4- — X / h > Q q r 1, lim e 

•0 e = lim {\'\-/mf\m Df 

•01 e =: rKl+A/O*" \m ' Q] [(l+/m)*« \m s (QfQ)cre8 . §lim 1-5 O. P] 

•02 e = 1^[(1-A0-"1^^ ' (1+Q)] 

•03 e = \\[{7n+l)/mY^^ |^>^ ' Q! [ = P-02 ] 

•04 eeQ 

•1 wi£Q .'^. (l+///0**<e [ FOI 13 P 1 

'14 e<.{l+/mf'+^ [P-02IDP] 

•12 2<e<3 [ PI. w = 1 : Pli . m = 5 O. P ] 

•2 e= 2^71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 
47093 69995 95749 66967 62772 40766 30353 54759 
45713 82178 52516 64274 27466 39193 20030 59921 
81 741 35966 29043 57290 03342 95260 59563 07381 
32328 62794 34907 63233 82988 07531 95251 01901 
15738 34187 93070 21540 89126 94937 99405 34631 
93819 87250 90567 36251 50082 37715 27509 03586 
67692 05047 15575 85094 92906 45748 86005 84299 
93465 94757 59371 00435 26480 0... 

Le nombre «e» a été calculé: jusqu'à 12 chiffres décimaux par: 

R. Cotes, Logometria, a.1711, Harmonia mensurarum, a.l722, p.T^ il 
l'appelle «Ratio Modularis»; 
jusqu'à 23 chiffres par: 

Euler, Comm, Acad, Petrop., a.l739 p. 187, qui l'a indiqué par la lettre ej 
jusqu'à 42 chiffres par: 

Vega, Thésaurus logarithrrKytncm, a. 1794, p. 309. 
jusqu'à 188 chiffres par: 

W. Shanks, Froceedings of the B, S., t. 6, a. 1854, p. 397; 
et enfin jusqu'à 346 chiffres par: 

M. Boorman, Math, Mogaz., t.I, a.l884, p.204. 

Fr. Tichânek (Voir Jahrbuch, t.25, a.1893-94, p.736), en a retrouvé 
les premiers 223 chiffres. <\ 
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•21 Ee = 2 . E/^e=l 

neN, O. E(/i9r-*e = 2n.E(/^re = E(/^r^*e=l 

{ C0TK8 Logometria, p. 7: 
«Dividatur ... 2,71828 &c. per !,...& rursus minor per namerum qui re- 
liquuâ est, & hic mrsus per ultimum residuum, atque ita porro pergatur : 
& prodibunt qiiotientes 2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, 1, 12, 
1, 1, 14, 1, 1, 16, 1, 1, &c.»| 

•22 néN, O- e- v(/r!|r,0-n)£e/(n!n) j Cauchy a.l821 p.ll8 j 
•23 e,e'£Q-R [ Euler a. 1737 CPetr. t.9 p.98 }<* 

•24 e-eR+>JR j Liouville /. de Liouv. a.l840 t.5 p.l93 j^ 
•3 ajeq-iO.;^. e'>l-ha7 

[ xêQ . {Ix)\m P-1 .13. (l-hx) |S/aî<e -ID. F 
x€ — Q . cc>— 1 . (— /x— l)lm P-11 .3 P 
3Cé-Q.l+x<0.3P] 

•4 oreÔ .3. e^ <i/(l—x) [ (-a;)ia;P-3DP ] 

•5 xeq .;3- lini(l+a7/m)**|m = e* 
•51 e= 1+ i/(Ni!) = l{/n\ |n, Nj 

•6 œeq .3. e " = 1+x+a^/ 2!+a?y 3!+ ... = v(a7y n! |n, No) 
f Newton, 13 juniî, a. 1676: 

Z ZZ Z^ Z Zi 

.(Area hyperbolae) = _ + _ +^_^ + ^j-j^ + j^g-j^etc. ubi coeffl- 

cientes denominatonim prodeunt multiplicande tcrminos hujus arithmeticAe 
progressionis, 1, 2, 3, 4, 5 etc. in se continue; et hinc ex logarithmo dato 
potest numerus ei conipetens invenir i. » \ 

\ Leibniz, 27 Aug. 1676: 
«Si sit numerus aliquis Unitate minor 1— m, ejusque Logarithmus Hy- 
perbolicus l, erit m = --j-^-f. j-l-g-^-^-^ etc. Si numerus sit ma- 
jor Unitate, ut 1+n, tune pro eo inveniendo mihi etiam prodiit Régula, 
quae in Newtoni Epistola expressa est; scilicet erit n = f + ït^ô + T3ô^ 

•7 xe r-tO .3 ^"'^^ I Lambert a.l761 p.265 { 

•8 lim«/''^|(/i!)|n=e 
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§77 log 

^ 1. + - X / h Q q Log lim e log 

•0 œeQ, .3- logo? = ? q^ Z3{çl^z =œ) =: ^Logo? Df 

M œe (— 14-Q) -tO Q. log(l+a?) < a? [ §e P-3 D P ] 

•11 > » >a?/(H-a7) 

[^a./(l4.aî)]|a;P-lDP] 
•2 msN^ .3. m{'">Ja7— 1) > logo? > m(l— **^/^) 

[(•«>^-l)|xP-lDP] 
•21 aeQ .]3- lîmn(^^— 1) |n^loga 
•3 a?£q . — l<a?^l Q. logd+o?) = a? — â7"/2 + a^/3 — ... 
{Mercator a.l668 p.32: 

«Hinc posito 0[1 = numéro terminorum : invenio, 

Version: En posant 01 = se je trouve 

aream ...= numéro terminorum = 0[1, minus summa eorundem 

log(l+5c) = X = 0-1 — /£CCLe = CC»/2 

terminorum = 0|005 , plus summa quadratorum ab iisdem = 

= 0-005 + fx^dx=:x^lS — etc. 

[000333333 , minus summa cuborum = |000025 , plus summa 

quadrato - quadratorum = 0]000002, minus summa quadrato 
cuborum = 01000000116 , plus summa cubo - cuborum = 
01000000013, &Q~\ 

•34 log2 = 1— /2+/3— /4+... [ P-3 . x-1 O- P 1 

•4 xeOl .3. log(.ot;4-l)-loga? = 2î/(2^+l)+/[3(2a;+l)']+... 

= 2 vl /[(2n+l)(2a?+ir^T |n, Noj 
j Gregorius a. 1668 p.l2 j 
(P-3.2C£(9 .3. log(l+a;) = x-5cV2+ac8/3— ... . log(l— ac) = — x-x'/S— ... . 
D. log[(l+x)/(l-a:)] = 2(a:+a^'/3+xV5+...) (1) 

[/(2x+l)]|x(l) 0. P] 

•5 msNj .3- Mm 2(/, n"'inn) \n = logm 

•6 œe R-el .3 log^ -£ r [ La>ibert a.l761 p.265 j 

•7 ofiQ-tl . orfiQ .3 "Logx- = ("Log e) logo; = (logir)/(loga) 

^ 2-1 aser^. 

lim j[Num(Np^2-;0 -l/losH2-n)]xn\^{a+/2)\ \n =0 
} Jensen AM. a.l899 t.22 p.364 \ 
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§78 C 

i lira log C 

■0 C=lim|v(/, l->i) — lognjl» Df '1 CêQ 

•2 C=0- 

57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 59335 93992 
35988 05767 23488 48677 26777 66467 09369 47063 29174 67495 
14631 44724 98070 82480 96050 40144 86542 83622 41739 97644 
92353 62535 00333 74293 73377 37673 94279 25952 58247 09491 
60087 35203 94816 56708 53233 15177 66115 28621 19950 15079 
84793 74508 569 . . 

Note. Eu 1er, C. Petr., a.1734-35 t.7 p.l56 a, indiqué par C cette con- 
stante, et il l'a calculée avec 6 décimalcti. Ensuite il l'a calculée avec 10 
décimales, a.l744 CorrM. t.l p.283; et avec 16 décimales, dont 15 exactes, 
dans NCPetr. a.l769 t.l4 I p.l54. 

Glaisher, Menseng of Math., a.l871 t.l p.25, l'a appelée constante 
d'Euler. Elle a été ensuite calculée par Mascheroni, Adtwtationes cul 
EtUeri calculum integralem, avec 19 décimales 

Gauss, a.l812 Werke, t.3 p.l54 » 23 . 

Nicolai, » » » 45 » • 

G 1 a i s h e r, Proceed. of the Roy. Soc. , a.l871 t.l9 p.^ » 100 » 
Adams, » , , . a.l878 1.28 p.^ . 263 » » 

•3 c= iNr/'2 -i^r/'i +... = iK-mii^r/n) \n, N.+1 j 

•4 C= 1\ v(N.4.1)-(H-l)/« \n, N.+lt 

t -S-l EuLER N. C. Petr. a.l769 p.l54 } 
•S 1-C= vj 2(N,+l)-yn l«, N,+l } 

JEULER Ac/a Petr. a.l781 t.5 II p.45 j 

\%C G. Vacca I 
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§80 q, 

* 1. + - X q q. 

•0 néSi .]3- q»=qF{l"*n)î= «nombre complexe d'ordre n^jDf 
nsN^ . afieq^ . hykeq ."^i -01 (ai,a„...aj =a Df 

•02 a=& .=: r£l-n.3r-^r = ^r I^f^^ [ §FP'6 .3 P ] 

•1 a+b = 7 q,^^ ^3(r£ 1-n .]3r- ^r= ^r+^r) Df 

•i 1 (a„a„...a J+(&„6„...& J = (a,4-&i, a,+b,, ... a„+& J [ =p.i ] • 
•12 a+6 = 6+a . a+(b+c) = (a+b)+c = a+b+c 
•2 0= (tO)F(l-n) = (0,0,...0) Df -21 a+0=a 

•3 — a = ? q„ œ3(a+œ =0) Df -3 1 — =0 

•32 -(a„a„...aj = (-a„ -a„ ... -a^) 
•33 a—b = a+(—b) Df -34 a— a=0 

•4 ha = i q„^a?3(r£l— n .^r- ^r = ^^r) Df 

•41 h{a^,a^y.,.aj:={ha^,ha^^,..ha^ . /laeq^ . /i(a+6) = /ia+/i6 . 
(/i+ft)a = /la+Aa . h{ka)=i{hk)a=zhka . la^a 

* 2. q^ unit 

neN^ . r£ 1— n .]3- 

•0 umt(n,r) = 7 q^^ir3(iXî^^l : se (l*"n)-er .]3,- ^,==0) Df 

a,6£q, ./itq O- 

•1 a= v[a,uiiit(n,s) [s, l'"n) Df? 

•2 a+& = 2:[(a,+6.) unit(n,s) |s, 1-n] Df? 

'A ha = 2[(H) uiiit(n,s) |s, 1-nJ Df? 

Note. Le nombre complexe d'ordre n est le système de n nombres réels. 
Nous définissons la somme de deux complexes, le complexe 0, l'opération 
— , et la multiplication d'un complexe par un nombre réel. (Pl'1-2-3-4). 

L'unité d'ordre n et de rang r, indiquée par « unit (n,r)», est le com- 
plexe dont l'élément de rang r est 1, et tous les autres sont nuls. (P2*0). 

La P3-0 définit le module d'un complexe. 



Pbrmul, t.2 n.3 
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* 3. + X < mod q q, 

neNj . .r,?/£q,^ . aeq .3 

•0 modo? = vKa7,'+â?,'+...+a7^») = ^ ^(x") Df 

•1 mod.ceQo '2 mod(a7+?/) ^ modir+niody 

[ §2'P20-i o. (a:i'+x,«4-...)(yi'+yi'+...)^(3Ci.yi+x,y,+...)* . 

P'O .3- moda^mody 5a:iy,+ir^j+.-. 

O. (modx) -4-(niod2/)'+2 moda? moôy 5 (Xi+yO*+(a;,+2/i)*H-. • • 

O. (niodcc+modi/)*^ ^ [mod(a;+y)]» O. Ths ] 

•3 mod r^a? = moda modo? "4 moda? =0 .=. a?=0 

* 4. Med q^ 
neNj . lœ Cls'q,^ .3- 

q,,^.r^|a£q^ 0„. :sKa:Jr, 1-n) e Med[2;(a^;îjr, l-n)|;r'u)]{ Df 
Ex. §D P24. 
§Med P-l-2-i-5 . P2-i-2'3-4i . P3'i--4 

— < mod qY X A ô q^ 

^ 11. (q^ |q)§;iPl-0-01-i-2-3-31-32-33 

^ 12. P2-4-2-6 

^ 13. ?<£Cls'q^ .3- '0 (X£ ^u .=. Tmodw =00 Df 

•1 AH = hcy^[(too)f>Au] Df -2 ku=zq^Au 

* 14. (qjq)§c5 

Lm q, 

^ 21. w,n£Ni . ^^£ Cls'q,^ . ir£ (5?^ . /fe q,jH .3- 

•0 Lm(f,UyX) = a3}/i£Q .^a • (^£ ^f\ (2^*^) ^ t/3[mod{î/— a?) </i] ]( 

Df 
•01 aeq,,^ O-'- «c Lm(/,w,ir) .=: 

/^fteQ Om- ^ ^'^^^ ^ y5[inod(//— 0?) <;/i . moùify—a) <;ft] 
•02 ao£ Lm(/',i^,a?) .=: 

/i,/t£Q .'^h,k. a t^to;^ y3[ mod(y— a?) <;7i . mod/y >>A; ] 
•03 CCS hm(f,ffjX) .=: 
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M ve Cls'q„, . l' mod?; eQ : /leQ ."^h . a (uhx)^ y3(fy ev) :^. 

^2 A*£Q : /ifQ .3* • a (iihx)^ y3(modfy <;/i.) :3 3 ^m^ Lm(/^,^^,a?) 

•3 a hm(fyti,œ) 

•4 r£ Cls'q,^ . f^u 3^ O' Lm(/',?^^) D ^^' 

•5 t?£ CIs'm . œs ôv .3 Lra(/',i^,a7) 3 Lm(/,M,a7) 

"6 r,îO£ Cls'?/ . œe dv r> ôio .'^, 

Lm(/, ?V/?, a?) = Lm{/',t^,^) w Lm(/',i(?,a7) 

'7 «^q,H O- ^^ Lm(/',i«,ir) .=. Oe Lm[mod(/y— ir)ly, u,œ] 
•8 oc £ Lm(/',w,ir) .==. qo e hm(modfyUyX) 

^ 22-1 7>2,n£N, . we Cls'q^ . l' modu = 00 . /fe q^fw .3. 

LmC/*, w, 00) = a3\ heQ, ."^h . a£Af^[w> y3{mody ^h)] Df 
'2 /£ qfN, O. Lm/" = Lm(/; No, 30 ) 

^ 23. 7/i,n£N, . U£ Cls'q^ . Tmod^ eQ . /fe q„^ftfc .3- 

-2 00= Vmodfu 3- 3 5w <> a;3[ qo e \um(f,ii^x) ] 

lim q, 
^ 24-1 HypP21 .3 -0 \\m(f,u,x) = i'Lm(f,u^) Df 

teQ .3^ • 3 Q^ /23[2/£ i<-^^ . mod(y— a?X/i .3^ • mod(/y— aX^] 
•2 oo = lim{/', 2^,^) .=: teQ .3^ • 

a Q^ Ïi3[ ye vmx . mod(y-rx) <ih r^y . mod^y >>A:] 

'3 \mï{fjU,x) eq^ .=: ftsQ .3' • 3 Q^ '^-"^L .V»^^ ^^^ • niod(y — a?) <CJi - 

mod(:3:--a?) <;/i Ov^^. mod{f)/—fz) <Ck ] 
•4 a ^ lim(fj2i,x) . t^£ Cls'^« . xe ôv .3- liiû(A^,^) = liraifyUyX) 
'o 00= lim(/',i/.,ir) .=. 00= limCmod/", ?(, â?) 
•6 aeq,,^ .3- «==lim(^w,ix;) .==. (>=lim[mod(/'j--a) |-j, î^, a?] 

^ 25-0 H\T)P22 0. lim{/,?^oo) = 7 Lm{f,ti,oo) Df 

Nous avons préc<'îdemment, §Lm et §liTn, défini la classe limite (Lm) et 
la valeur limite d'une suite qf Ny. Nous voulons maintenant définir les Lm 
et lim d'une fonction d'une variable réelle, ou de plusieurs variables, 
lorsque celles-ci varient d*une façon déterminée. 
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Considérons des nombres complexes des ordres m et n. Soit u une classe 
de qn , X un point de la classe dérivée de u. Soit f an nombre complexe 
d'ordre m fonction définie dans la classe u. Alors par Lim(f,UyX), qu'on 
peut lire « les valeurs limites de la fonction f, lorsque la variable, en va- 
riant dans la classe u, tend vers x » , nous indiquons toute quantité a, finie 
ou infinie, telle que, étant donnée une quantité positive (aussi petite qu'on 
veut) hy a est toujours une limite généralisée {A) de l'ensemble des valeurs 
de /y, lorsque la variable y prend dans la classe u toutes les valeurs diffé- 
rentes de Xy et dont la différence à x est en valeur absolue plus petite que h. 

Les P'Ol et '02 sont des transformations de la définition précédente, où 
Ton remplace le signe A par sa valeur. 

La notation actuelle lim(/',t/,â?) remplace la notation adoptée précédem- 
ment, lim x,'aflfZf qui contient la lettre apparente z. Dans la notation 
commune lim»=:a;A» i^ ^^^t; indiquer par le langage ordinaire l'ensemble 
dans lequel varie la variable z, 

« 30. 

•1 UE q JNo . 2(modw,No) eQ Q. 2(w,No) eq^ 
•2 mfiNi . ae Q+»i -3 v[/(modr)'* |r, (nFl-m)-iO] eQ < 

} EiSENSTEiN, Mathematische Abhandlungen a.l847 p.217: 
«Die T-fache Reihe 

V l 

in welcher aile iiidices wi^, Wg, tw,, ...m aile ganze Werthe von — œ bisoo 
durchlaufen mit Ausschluss der einen Combinatîon 
771^=0, w, =zO, ... w^=0, 
convergirt, wenn a*>V8^ ^st»| < 

§81 - ^ H- HH 

•0 a,b£q.a<Cb .3 

a^b = qf>x3(a<x<]b) = (a+Q) ^ (6— Q) Df 

a^6= ^ »^-^* = (^+4) ^ (6-Qo) Df 

a^6= > >^*<» = (a+Qo) ^ (6-Q) Df 

a^6= » ><»^» =(a+Q) ^(&-Qo) Df 

&"^a = a"'6 . &^a = a^6 . a^a = ^a Df 

•1 ft=0"l. e=0'-*l Df? 

•2 a,&eq .3 a'^6 = a+0(6— a) Df? 

•3 » . a-(=6 3. a - 6 = a+0(6— a) Df ? 

Ces notations indiquent les intervalles avec ou sans leurs bornes. 



cont 133 



§82 cont 



ô lim (q^f qjcont 

iK 1. w,ncNi . 718 Cls'q^ . vT) Su .3*- 

•0 fe (q^fM)cont .=: feqju : xeu Ox- lim(/;î^,a?) = fx Df 

•01 » .=: » : AfiQ . xeu ryc,x. 

a Q^ /i3[ yew . mod(j/— a?) </i .^y • iûod(/y— /Se) <* ] 

"I rmodw eQ . t^= du . /fe(q„^fM)cont . ftcQ .3 

a Q^ h3[ Xyyeu . mod{y—x) <Ch r^x.y. mod{fy—fx) <Ck ] 
\ Thomje, Abriss einer Théorie der complexen Functionen, 
2e Aufl. a.l873 p.7 j 

•2 Vmodu £Q . w= du . fe (q^fw)cont .3 l'mod/"' w £Q . Xf^u = f^u 

•3 Tmodi^ eQ . w= 5w . /fe (qf w)coiit 3- ^ ^ max/"*!* . a i min f^u 

^ 2. aybeq . ûh=6 . fe (qf a*^6)cont 3- 
•i fa<0.fb>0 3. Oe /"'(a-ô) 
•2 fa'fhZ^ria-b) 

^ 3. 

M /fe (qfq)cont : y^zeq 3y,«- /T[y+^) = /V+A : ^eq 3- 
/Sc = (/l)Xa? 

•2 /fe (qfq)cont : y,^£q 3y,«. /Ij/+^) = fyXfs: xeq 3. 

/Se = (/'l)f^ j Cauchy a.i82i p.i03 } 

Note, « cont » signifie « fonction continue » . La définifiion P-O se rencontre 
dans Abel t.l p.223. La P'Ol est une transformation de la -0, où Ton a 
remplacé le signe «lim» par sa valeur. 

Le second membre de la P'I contient les mêmes éléments que la P'Ol, 
différemment groupés. Heine, JfM^ a.l870 t.71 p.361 a reconnu la valeur 
logique différente des PO et -1. La P*l a été aussi démontrée par Heine, 
JfM. a.l871 t.74 p.l88, Lûroth, MA. t.6 a.l873 p.319. 

Les P de ce §, et les P8-12 du précédent sont exprimées sous forme 
symbolique et démontrées dans mes « Lezioni di analisi » a.l893 t.2, et 
^ns les additions h «Genocchi Differenfialrechnung » a. 1899 p.371. 
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§83 perm 

•0 fteCls O- permA = (AFft)rcp Df 

•01 .Ujve^ermk.'^.uv e^^ermk 

N^ — X f" "' sgn Num perm 

M meN, .3. Num perm l"'m = ml 
•2 msN^ . ue perm(l— m) r^. 

sgnii = (—1)1^ t!i\im[(œ;y)3{x,ys V-rn . œ<Cy . î^a?>- tiy)] Df 
•21 r^i^N^ . u,ve perm(l—//?) .]3- sgn t^y = (sgni<)x(sgm;) 

Note, «Permutation des objets de la classe fc», que nous indiquons par 
«permAc», est une correspondance r<!',ciproque entre les k. Les P*0 -01 ne 
contiennent que des idées de Logique. 

Le produit des perm a été défini par §fP2'0. 

Soit w une permutation des nombres l---m; sgnt^ indique Tunité positive 
ou négative, selon que le nombre des couples (x\y) qui forment inversion^ 
est pair ou impair. 
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§84 Dtrm 

^1. N^ — 2 ^ sgn q perm Dtrm 

m£N^ . as qF(l— m i l—m) r^, 

•0 Dtrma = 2| sgnw 77[a(r,î^^) |r, l—m] |i^, perm(l—m) j Df 
{ » = «déterminant des a» { 

Soit 7?i un nombre, et soit a une lettre, munie de deux indices entiers 
compris entre 1 et m, qui représente une quantité, et à laquelle on ne 
puisse pas attribuer d'autres indices. 

Plusieurs A. écrivent les valeurs de a sur n lignes horizontales composées 
de « éléments, et appellent « matrice » cette figure carrée. 

Soit u une permutation des nombres l*--r7i; considérons le produit des 
valeurs a{r,ih-)f où r varie de 1 à m; multiplions-le par sgnw, c'est-à-dire 
par l'unité positive ou négative, selon que la permutation u SLun nombre 
pair ou impair d'inversions. La somme de tous ces produits, lorsque l'on 
remplace u par toutes les permutations des nombres de 1 à m, s'appelle 
« le déterminant des a » , que nous abrégeons en Dtrma. 

'i Dtrm[a(r,s) |(s,r)] = Dtrma 

•2 u£ perm(l-m) .^. Dtrm a(r, u^)\(r,s) •= sgnu X Dtrma 
•21 asq .3 Dtrma =a 
•22 a,b,Cyd£q r^ Dtrm[(a,&),(c,d)] = ad—bc 
•3 a,teqF(l-mi 1-m) .3- 
Dtrma x Dtrm& = Dtrm|[v(ar,^fc»,^ \t,l'"m) |{/v^), 1-m i l-m]j 

m^nsNi . mJ^n , afie qf(l'^*m î 1— n) .3- 

•4 2tDtrm[a(z«r,,) |(r,s), 1-nî 1-n] X 

Dtrm[6 -] |w, (1-mFl— n)Sim cresj = 

Dtrmt[2(a.,,6«,, \t, 1-m)] l(r,s), 1-nîl-nj 

{ BiNET a.l813 p.287 : 

« ... Avec des a;',ac",cc'", &c., y',y",y"'^ &c., ^',j'",-3'"', &c., ayant formé 

n— 1 n — 2 
t? — ^ — - résultantes à trois lettres, et aussi d'autres résultantes avec 

des f , V, f , semblablement accentués, on trouve que la somme des produits 
des résultantes correspondantes... 

^{^,y\'"){^,y%i' ') = SxiSyvZK+^y^Ssvlx^+Sz^ZxvSyC 

—Sx^ZyvSzC^Sy^SxvZsC—Sz^ZyvZzZ 
Ce dernier membre est de la forme {x,y\z")\ on en peut donc conclure que le 
produit d*un nombre quelconque de fonctions, telles que 2'(5C,i/',3'")(f,v',C") 
est de la forme (îc,y',5r"). » j ^ 



136 Dtrm 

^ 2. -i msN^+1 .;3.Dtrm[r' I(r,s), 1-m î l"m] = n{r\ |r, \-m) 

^ 3. me Ni+1 . ae qf 1-m .3 

•1 Dtrmî[v(a, Nj^r/N4^s/N,)]|(r,.^), 1-mî l-?nj = i7(a, 1-m) <î 

{Mansion JVbwy. Corr. t.4 a.l878 p.l09 j < 

•2 Dtrm[a/*""' |(r,s), 1-m î 1-m] = 

i7j/7[{a,-aj |s, l-(r-l)] |r, 2-m| } Cauchy a.l821 p.426 } 

« 4. />^£X,+1 .3 

•1 Dtrm(Dvr, 1-m i 1-vn) = 77(ÇP, 1-m) 

= m ! iT|(l-/2j)^E(m/p) |p, Np^ 1-mj 

} Smith a.18-76 t.2 p.l61 : 

«Let (m,n) dénote the greatest common divisorofthe intégral numbers 
m and n ; and let ip{m) be the number of numbers not surpassing m and 
prime to m\ the symmetrical déterminant... 

2:±(l,l)(2,2)...(w,7n) 
is equal to y^X v2X...X v(w). » j < 

•2 Dtrmîmlt,l---m!l'-v?ij = m!/7|[(l--p)|^E(m/2?)]|p, Np^ 1-mj ^ 
{ Smith a.l876 t.2 p.l63 } < 

^ 5. neNj . u,vs Cls'N^ . Numw = Numt? =in . ae qf(uiv) .3- 
Dtrm(a, uiv) = Dtrm} a(miii^w, min^t;) l(r,s), 1-nil—n} Df 
Ex. §Sub8tP5-4 

^ 6. Um Dtrm 

aeqf(NJN,) .3 

•0 Dtrm(a, NJNJ = lim Dtrm(a, 1-n î 1-n) \n Df <î 

•1 i7(mod or.r |r, N,) eQ . 2[moda, (NjfN^)^ (r,s)3(rK=5)] eQ .3 

Dtrm(a, N,iNj) eq } KocH Acta math. t.l5,16j < 
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§85 lin Subst Sb 
^ 1' + X q^ cont lin 

•0 /£(q,,FqJUn .=: 

/fe (qmFqn)cont : œ,yeq, Oa?,y. f{x+tj) = fx+fy Dt 

f,9M (q,nFq JUn . a?,y£q^ . fteq .3 

•12 f(kœ) = k{fœ) 

^2 /H-S' = (/ir+5'ir)|ic Df 

•c{i /ifgr £ (q^Fq Jlin 

•22 f+g=J+f^ -23 (/H-fl')+/i = /'+(flr+;i)=/H-^+;i 

//'£ (q^FqJUn . g,g'e (q/q„,)lin O- 

•3 gfs (q,Fq Jlin 

•31 g(r+n=gr+gr ^{9+g')f=gr+gr 

•4 fc= (feX, q J Df 

•4i fe(q,FqJlin «42 A = ¥ 

•5 /a? = 2î [/'unit(7i,r)](r^ |r, i-n j 

^ 2. N, + X h lin Subst 

•0 néN^ O- Subst q^ = (q^^FqJlin Df 

n^N^ . a,&,C£ Subst q^ . keq . ^,?/£q^ O- 

•4 a(a?+?y) = aa?4-ay . a+ftsSubstq^ . (a+b)x^=ax+ba) 

•2 a+6 =; b+a . a+(b+c) = (a4-&)+c = a+b+c 

•3 {ab)œ =1 a{bx) . aôe Subst q^ 

•4 a(64-c) = a64-ac . (a+&)c = ac+6c . {ab)c = a{bc) = abc 

^5 meN^ .3- a'^^e Subst q^ 

^3. + X / 1^ < mod max Subst 

nfiN^ . a,b£ Subst q^ . xeq^ . teQ .3 

'0 moda = maxj [(modaâ7)/(modit?)] \x '(q^^O) | Df 

"i moda eQo 

[xs qn -fO . 2/= £c/modaî .3. 

yeqn . mody =1 . (mod ax)lmodx =z (mod ay)lmody (1) 

(1) O- ( mod ax)/moda; |a; *(qn -«O") = (modaaî)/mod5C [aï *[qn^^3(mody=rl] 

(2) 
[(modacc)/modx][ac e Qof[qn^y3(mody=rl)]cont (3) 

(3) . §cont Pl'3 . (2) . P-0 O. P ] 
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• 4 i mod ax ^ moda vcioéx 

•2 mod(a+&) ^ moda+modô 

[ Hp . XB(\n . P2-1 O- niod {a-\-b)x =: mod(ax-f6cc) 

.§qnP3-2 O. ^modoac+modôcc 

. P'I O* ^ moda modx+nîodft modx 

^ (moda4-inod6)modaî (1) 

Hp . (1) ,3î ^^q« O- [mod (a4-6)x]/inodas ^ moda+modô (2 > 

(2) . PO O. P ] 

•21 mod(Aa) = k moda 

•3 mod(a/;) ^ moda modft 

[ Hyp.X£qn.P-1.3 

mod[{ah)x\ = mod[rt(6x)] ^ moda mod hx ^ moda mod& modo; 
Hyp : a^fqn O- [mod (a6)x]/modir ^ moda modo : P-0 O. P ] 
•i mcN, Q. modCa"*) ^ (moda)"' 

[ Hp . w=l o. Ths (1) 

wwNi . mod(aw» ) ^ (moda)w O- mod(a^»+i) = mod(aw»a) 

P'3 O- * ^ mod aw moda 

•D- » ;â i,moda)»>+i (2> 

(1) . (2) . Iiiduct O. P ] 

« 4. Sb 

nfiNj . t^,t^£ qF(l-n f 1-w) .3. 

•0 Sbw = { [ [ l(itr,sX8 |.s, 1-n ] |r, 1-n ]|ir, q^ j 

•i Sbw £ Subst q^ 

•2 Sb«^ + Sbi? = Sb(i^4-r) 

•3 (Sb?;)(Sbw) = Sb[ :l[v^^u^, |g, 1-n) |(r,s), 1-n i 1-n] . 

•4 a£ Subsq^ .^. a= Sbj [a unit(/z,s)] J(r,s), 1-nî 1— n j 

^ 5. Dtrm Subst 

neN^ . aps Subst q^ . we qF(l—n i l*-n) .3- 

•0 Dtrma = Dtrmj [a unit(n,s)^ |(r,,s), 1-n i 1— n j Df 

•1 Dtrm(a6) = Dtrma Dtrmô 

•2 Dtrma -=0 r^, a"* = /a = 7Substq^<>.î3(az=l) Df 

•3 Dtrm Sbi^ = Dtrmw 

•4 (Sbw)~* = 

Sbj (— l)"+'Dtrm[w, 1-n-tr î 1-n-^sJ |(r,s), 1-nîl-n j/Dtrmt^ 

•5 ir,.y£ q^Fl— n . Dtrmir-=0 .3 

y/x = 1 Subst Z3[7'e l'"n .^r- ^(^^') = y^ I ^^ 

i §vct P60 I 
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* 6. 

•0 e" = l+a+ay2 î+a'/S !+... = v[ (ayn !) |n, N^ ] Df 

•1 e"e Subst q^ 

•2 ab=ba .f). e"+' = eV 

Note, 

Pl'O. Nous dirons que /"est un complexe d'ordre m fonction linéaire 
des complexes d'ordre n, si la fonction de la somme est la somme des fon- 
ctions correspondantes. Nous ajoutons la condition que la fonction soit 
continue pour déduire la PI 12. 

Les fonctions linéaires s'appellent aussi distributives. 

Nous définissons la somme de deux fonctions linéaires, qui est une fonc- 
tion de la même espèce. Le produit des fonctions a été déjà défini dans 
§f. Parmi les fonctions linéaires il y a la multiplication par un nombre 
réel. 

P2*0. Nous appelons « Substitution de qn » , abrégé en « Subst qn » tout 
qn fonction linéaire des qn . Nous définissons le module d'une substitution, 
et (P6) l'exponentielle d'une substitution. 

Soit a une matrice carrée d'ordre n. Par Sba (substitution déterminée 
par la matrice a) nous Indiquons l'opération qui à un complexe se d'ordre 
n, fait correspondre le nombre complexe dont l'élément de rang s est la fonc- 
tion linéaire 2(ar,8Xr\r,V"n) des éléments de x. 

Sba est une Subst et toute Subst est représentée par une matrice. 

Le substitutions ont une grande importance dans plusieurs théories. Une 
exposition moins sommaire est contenue dans mon «Calcolo geometrico» 
a.l887 p.141-170. Ici elles ont seulement pour but d'introduire les nombres 
imaginaires. 
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§86 i q' 

* 1. Sb i 

•0 i = Sb[(0,l),(-l,0)] Df 

Note. Nous appelons < unité imaginaire > la substitution représentée par 
la matrice [0 1' 
l-l oj. 

Le signe i pour indiquer l'nnité imaginaire a été introduit par G au s s, 
a.1801 t.l p.414; aupai'avant elle était indiquée par^ — 1. Les nombres ima- 
ginaires q* se présentent dans les calculs comme des substitutions des q,, et 
non comme des nombres complexes d'ordre 2. 

En effet nous multiplions les substitutions, tandis que nous ne multiplions 
pas les nombres complexes. Un nombre imaginaire est déterminé et détermine 
un couple de nombres réels, mais il ne coïncide pas avec ce couple. 

•1 C0jy£(i .3- îG'^jy) = (y,— ^') '2 ieSubstq, 
•3 i» = — 1 -4 modi=l -5 Dtrini=l 

* 2. + _ X / h q i q' 

•0 q' = q+iq j= nombre imaginaire j Df 

œ,y^x\'i/e q . a^bjCSci .3- '^ ^+iy B q' 

•2 oo+iy = œ+iy' .=. a? = a?' . y := y' 

•3 {x±iy)+{cc'±iy') = (x±œ')+i{y±j/) Df? 

•31 a+bec^ . a+b = b+a.a+{b+c)^=(a+b)+c = a+b+c 

-A (œ+iy)(x+ir/)={xx'^yy)+i(œj/+œ'y) Df? 

•41 absq' . ab = ba . a(b+c) = ab+a€ . a(bc)={àb)c^abc 

•42 ab=0 .=. a=0 .y. 6=0 

•5 a^+y" .= O- /(^+iy) = (^-WC^+J/") Df? 

•6 msN^ .'^. a"' £(i 

^3. + — X / mod q q' real imag conj 

•1 mod(x+iy) = ^(x^+t^ Df? -Il mod a& = moda mod& 

•12 meN^ .3 mod(a"*) = (moda^ 

"2 real(.a7+îj/) =a? . imag(a7+iy) =y . conj(a?+iy)=^— iy Df 

•3 a = reala+i imaga . conja = reala — i imaga 

'4 reala = (a+conja)/2 . imaga = (a— conja)/(2i) 
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•5 real(a+6) = reala+realô . imag(a+&) = imaga+îmagô 

•6 conj {a+b) = conj a+conj b 

•7 real ia = — imaga . imag ia = reala . conj ia = — i conja 

•8 jnoda = v] [(reala)*+(imaga)*] = ^] (axconja) 

•9 moda =1 .3- conja = /a 

* 4. ^1 ,r q' 

»»»^a, qu'il faut décomposer en ("*s|*)«, indique l'ensemble des racine» 
m-ièmes de a ; »»^ indique la « racine principale » , celle qui a la plus 
grande partie réelle. 

•1 "'^0 = tO -2 a -= O. Num'vf a =m 

•3 œe'^'.J^a O- "^fa = a?xTl 

j Contin. §;rP3'2 i 
•5 a -e — Q O- '"^Ja = ? ("•^fa)n a?3(real^ = max real "^'^J^a) Dt 
•6 ireq.yfiQ .3- 

^{x+iy) = m^+f)+^]A\ + iN]![NK^'+î/")-^]/2} . 

vK^-îy) = i 

mik b. 2 iZ Lm Um q' 

•1 w£ q'f No . aeq' . Ku^a*" \n, N^,) £q' . xeq' . modw < moda .3 

Ku^x"" \n, No) ec^ \ Abel t.l p.223 | 

•2 u£ q'f No . oeq' . oo-e Lm(modw^a**) \n . ^eq' . modo: < moda .3- 

v(wX|n,No)eq' 
•3 w£ q-(^-l) FNo . imodu £ Q Q. n[{l+u,) |r, No] £ q' -^0 
•4 us q'fNo . aeq' . v(n^a**ln, N^) eq' O- 

Iim[2(w^a?**ln, Nq) la?, ^a, a] = l{u^a'' |n, Nq) 

} Abel t.l p.223 | 

* 6. e i q' 

Xyt/eq . a,6£q' . men .3- 

•3 mod e* = e^(reala) -4 mod e^ = 1 . conj e" = e-" 
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§87 ;i 

♦ 1. e i JT 

•0 jr = min[Q« a?3(e** = —1)] Df 

Le nombre ji se présenta d'abord comme rapport de la circonférence au 
diamètre. Ce signe, introduit par Jones, adopté par Euler, est devenu 
ensuite d'usage commun. Il est probablement la lettre initiale du mot 

•1 jr/4£(8/9)*-20X"« {AhmèS a.-2000: 

N.41. « 9 (diamètre du cercle) . 9/9 =1 . 9—1 =8 . 8x8 =64 (aire du cercle) » . 
N.42. «10 (diamètre) . 10/9 = 1+/9 . 10— (1+/9) = 8+2/3+/6+/18 . 
(8+2/3+/6+/18)» = 79+/108-h/324 (aire) » . t 

•2 3+l/7>7r>3+10/71 

} Archimedes, Dimensio circuit P3 : 
Ilavxhç xvxXov fj jiEQifjLeiQoç rfjç ôia/bihQov rQmXaolœv iarl, nal fri 
UneQixei IXdaaovi fihv fj êfidàjLicp [xéQei xrjç ôiajULézQov, /LielCovi dh ij dhea 

ifidofÀtJXOOTOfJLàvOlÇ. \ 

'3 ns 3+8x60"*+30x60~*-9 60~* j Ptole^iaeus t.l p.512 : 

...Toû Xàyov Tcôv JieQifiéjQcov TiQbç ràç diafjihQOvç Svroç, S êxei rd 
'y"^T TiQbç rb êr. } 
•4 3 £ 62832/20000 - 0X"* 
{ Aryabhata, p.399: 
€ Ajoutez 4 à 100, multipliez par 8, ajoutez encore 62000, voilà pour un 
diamètre de deux myriades (ayutâs) la valeur approximative de la circon- 
férence du cercle»! 

•5 377/120 >Ji> 333/106 \ P. Metius a.l595 j <: 

71 8 355/1 13 — ex~' I A. Metius a.l625 p.88 j < 

•6 ne Q-R I Lambert Mc^ji. Acud. Berlin a.l768 p.265-322 j < 

•7 7r*-£R { Legendre Géom. note IV j < 
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n=3' 
14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 
82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128 
48111 74502 84102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196 
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091 
45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273 
72458 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436 
78925 90360 01133 05305 48820 46652 13841 46951 94151 16094 
33057 27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548 
07446 23799 62749 56735 18857 52724 89122 79381 83011 94912 
98336 73362 44065 66430 86021 39501 60924 48077 23094 36285 
53096 62027 55693 97986 95022 24749 96206 07497 03041 23668 
86199 51100 89202 38377 02131 41694 11902 98858 25446 81639 
79990 46597 00081 70029 63123 77381 34208 41307 91451 18398 
05709 85 . . . 



Note, Le nombre n a été déterminé par 

Vieta Canon mathemaficus, Lutetiae, a. 1579 p. 15 avec 9 décimales 

Adrianus Romanus Ideœ Math,, Anvers, a.l613 » 15 » » 

Ludolphus a Ceulen {de Cologne) a.l615, p. 144 » 32 » » 

» » » 35 » » 
(Ces 35 chiffres ont été reproduits par Snellius, Cyclo- 

metria a. 1621 ; ils ont étés gravés sur la tombe de 

Ludolph: voir DeHaan, Mess. of. Math, t.3 p.24-26) 

Grienberger Elementa Triffononiefrica, Romse a.l630 » 39 » » 
Sharp a.l699 (publié par H. Sherwin, Mathematical 

tables a.l705 p.59) » 71 » » 
Machin, (publié par Jones, Synopsis Palmariorum 

Matheseos a. 1706 p. 243, qui le désigna par la lettre m) » 100 » » 

Lagny, Hist, de l'Acad. des Se. de Paris, a.l719 p.l44 » 112 » » 

Vega, Thésaurus Ijogarifhmorum, a. 1794, p.633 » 136 » » 

Thibaut, Grumlriss der reinen Math., 4. éd. a.l822 p.312 > 156 » » 

Dahsc, a. 1840; JfM, a.l844, t.27. p.l98 . 200 > » 
Clausen a. 1847 (publié p^r Schuhmacher, Astrono- 

fniscfie Nachrichten t.25 col.207) » 248 » » 

Kichter, Archives Math, de Grunert, a.l853, t.21, p.ll9 » 330 » » 

Butherford, Proc. of the Roy. Soc., a.l853 » 440 » > 

Shanks, » » » » » > 530 > » 

» » ». » a.l874, t. 23, p.45 » 707 » » ^ 
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^ 2. 

'i jz = 2(2/1) (2/3) (4/3) (4/5) (6/5) (6/7)... 

= 4/7[(l-;i-')|n,2N,+l] 

JWallis a. 1655 t.l p.469: 

T^. . « . . .„ 3X3X5X5X7X7X &c. 9x25x49^81 &c. . 

« Dicimus, fractionera illam ^r— ; — ^ ,, ^ „ — - — seu ^^, ^,. ,.^ ^ — m 
* 2x4x4x6X6x8X &c. 8x24x4«XH0 &c. 

infinitum continaatam, esse ipsissimum quaesitum numerum G prsBcise 

ad quem ita se habet 1, ut Circulas ad Quadratum Diametri» j 

•2 V4 = :i!(-l)V(2n+l)|n,Noj 

{Leibniz a.l682 MathS. t.5 p.l20: 

«Quadrato Diametri existente 1, 

^. ,. . 11,11,11,11,11^ 

Circuh aream fore _--+_-_ + _-_+ j^^jg+j^-_ etc., . 

nempe quadratum diametri integrum dcmta (ne nimius fiât valor) ejus tertia 
parte, addita rursus (quia nimium demsimus) quinta, demtaque iterum (quia 
nimium re-adjecimus) septima, et ita porro. > | 

•3 ji*/6= 2 N,~* } Joh. Beenoulli t.4 p.21 : 

•31 ny90 = 2Nf' -32 weN, Q. iN,-»" e lU*"* 

} Joh. Bernoulli t.4 p.24 } 
•4 «y32=l-3-'+5-'-... 5^yi536 =l-3-'+5-»-... 

} EULER a.l748 p.l37 } 
* 3. 

M lim(n! rT^e'/^n) \n = ^{2n) { Stirling a. 1730 p.l37 j 

•2 «eNj .3 ",fl = [e [{2mni/n)] \m ' O-(n-l) 

•21 e2wi :=1 e«i = —1 fr-'i/S = i 

e^i/3 = (l+iv|3)/2 e^i/4 = (l+i)/<J2 

e^i/5 = [l+45+ivj(10-2^|5)]/4 

e.-ti/6 = (v|3+ï)/2 

é»i/8 = [g(2+v|2)+iv|(2-v|2)]/2 

e^i/10= [4(10+2vJ5)+i(^-l)]/4 

e^i/12 = [^6+vj2+i (^|6-v|2)]/4 

e^i/15 = e-Ti/6 X e— ■^•/lO 

= !g(30+6^)+^-l+i[v|(10+2g5)+g3-v|151 1/8 
e-i/16 = U[2+^(24-v|2)] +i^[2-,|(2+^)J \/2 
e»i/17=î[15+ ^|17+ ^34-2>J17)+2vl[17+3y|17-g(170+3ajl7)l] 

+4ivJ[34-24l7-2g{ )-4^[ ]]}/32 

{ Gauss a.l801 t.l p.462 } ^ 
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e^i/30 = j J(i8+6v|5)+v](10-2>Jo)+i[>J(30-6>J5)-v|(6+2v]o)] |/8 
e-Ti/60 = jg(54-J5)+v|(9-3v|5)+v|(15+3N]5)->J(S-gô) 

+i[ • » - . . JÎ/8 

•3 nfiNj . XEi{ 3. ^r^' — 1 = n I [j;— e r^(2/nm/;2.)] [ m, 0-(n -1) j 

( Cotes Rogerus a. 1722? Cfr. Joh. Bernoulli t.4 p.68 \ 

•4 ojeq' 0. (e"-e"")/2z=^(l+.^'lO(l+^:î"'^"*)... 
•4 = xllKl+x'ji-^n-^) [a, NJ 

•5 = n\{l-\'Aa^7rhi^) \n, 2N0+1] 

j EULER a.l748 p.119,120 j 
•G a?£q-njr . ue (QfNo)decr . lini^f =0 .3 -(^'X^"" k? ^^^o) ^Q' 

♦ 4. e log q' jr 

•0 xe qWO 3- l^S*^ = q''^ ?/3(e^z=râ;) Df 

•01 logo? = 7 (log*cr) ^ y3{—n < imagy ^:7i) Df 

•02 log*a? = logo? + 2nm 

•1 log i = i7r/2 . log(— 1) = 7ï\ 

JEULER a.l728 (V. Biblioth. Math. a.l899 p.46) : 

« Sit radius circuli « ... habebis quadrana circuli = . . ^ log( — 1) » j 

•2 a?£q' . modo? ^1 . a? -= — 1 .3- log(l+^^) = a;— a7y2+a?y3— ... 
•3 -log(V4) = :£(2N,+l)-'+v(2N,+l)-y2+ v(2N,+l)^/3+... 

î EuLER a. 1748 p.loO j 
•4 logCjr'/e) = 2Np-*+ vNp-y2+ vNp-y3+... 

j EuLER a.l748 p.235 j 

Par log*aî nous indiquons la classe des solutions de l'équation ey=£c. 
Par logas, qu'on appelle « la valeur principale du logarithme » , nous indi- 
quons la solution dont le coefficient de l'unité imaginaire est compris 
entre — n et -\-n. 
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§88 sin cos tng 

^1. [^ q e i imag sin 

œeq .3- *^ sina? = imag e*^ Df 

•1 sin'T = (e*^— e-*^)/(2i) Df? } Euler a.l748 p.l04 | 

•2 sin— ;r = — sino? '3 sinrc =0 .=. xe nn 

•31 71= min Qr>aî3(sina5 =0) '32 —1 ^ sin^r ^ 1 

'4 xeQ, O- sinir<;a? . sino? >• a?— a^'/ô 

•5 x,y,z,t£q .3 

sin(a;— y) sin(>2;— + sin(y— ;?) sin(a5— Q + sin(jî— a;) sin(y— =* 

t PTOLEMiEUS t.l p.36 j < 

•6 x,ye d7T/2 . ir>y .3 (sina7)/a? < (siny)/y <i 

t C. PtoleMuEUS t.l p.43: 
Xéyœ yâg, ot«, iàv èv xvxkq) diax'^dSotv àviooi ôvo d^éïai, ij juei^cDV 
TiQbç rijv ildaoova êXàoaova làyov êx^i tJTteQ ij èni rrjç fiei^ovoç eù&eiaç 
TCEQKfEQeia Jiqhç ttjv èm ttjç èkdaoovoç. j < 

•7 n€N^ .3 

sina? - lli-iyœ^^^y (2r+l)\ |r,0-n] s (-l)«+iea72«t3/(2n+3)! 

^ 2. œsq 3. 

•0 sina? = a?-ic'/3!+a;*/5!-... = 2{[(-ira;2'»+y[(2n+l)!J] |n,No{ 

j Newton a.l676 } Df? 

•1 sina? = a?/7[(l— a?'/i"*0 1^? NJ | Euler a.l748 p.l20 j 
•2 — 7t<aJ<^ 3- 

log[{sin^)/a;] = -a?"jr-^2N,~*-aj*ji"*2N,-y4- ... 
■= -2t[(V^)'" 2NrV^] |n, N, j • 

( Euler a.l748 p.l52 j 
•3 a? £ (—Ji)'^7c .3 ^/2 = sina; — (sîn2a?)/2 + (sin3a?)/3 — ... 

i Abel t.l p.247 j 

^ 3. xeq .3- *^ cosa? = real e** Df 

•1 cosx = {e^+e-^)/2 Df? \ Euler a.l748 p.KMj 

•2 cos— a; = cosa? '3 cosa? =0 .=. xe n/2+n7i 

•31 neN^ . cos(27r/n) £r .3 ^^ el u e2 u ^3 w ^4 w f 6 

j Hessel Kristallometine a.l831 j -^ 

•4. a:£Q 3- cosa?^l . cosa;>l— a.V2 
•5 n£N^ .3. 
cosa; — 2[(— l)''a7V(2^)!>^0-n] £ (— l)«+i 0a;2«+2/(27i+2)! 
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^ 4. xsqO. 

-0 cosa?= l-a?y2!+ajy4! - ... = l\[{-irx^/(2n)\ ] \n, No} Df? 

{ Newton a. 1676 j 
-i cosa; = ZZj[l-4rV~*jr"*]|n,2No+l{ {Euler a.l748 p.l20} 

log cosa? = -2{[(a?/ji)2« (22^-1) SN^'V^] |n, NJ 
j Euler a.l748 p.l52 j 
"3 0? e q- mr .3. 

log(2cos x/2) = cosa? — (cos2aj)/2 + {cos3aj)/3 — ... 
"4 req . modr <;i .3. 

log J(l+ 2rcosa; + o:^ ^ rcoso; — (r*cos2a;)/2 + (r*cos3ir)/3 — .. 

{ •3-4 Abel t.l p.247 } 

^ 5. x,y£q .3 *0 e** = cosa? + i sino? . e-"' = coso? — i sini» 

} Euler a. 1748 p. 104 } 
•1 cosa; = sîn(7t/2— ir) . sino? = cos(ji/2— a?) Df? 

•2 (co&r)"+(siiiir)' =1 
•3 Qm{x+y) ^ siiu» cosy + cosa? siny 

•31 cos(a?+y) = coskr cosy — sino? siny 

» — »»-}-» » 

•4 xeq'TïTt .3 
log(2sin x/2) = — coar — (cos2a?)/2 — (co83a?)/3— ... 
j Abel t.l p.247 } 

mfiNi . xeq .3- 

•5 cos mx = real(cosa? + i sina?)"* 

= 2t(-l)'"C(m, 2r)(cosa?)'»-2^{sina?)*' |r, 0-E(i>*/2){ < 
•51 sin ma; = imag(cosa? + i sino?)*** 
= 2Î(-l)'C(m, 2r+l)(cosir)'«-2r-i(gin^)2r+i |^^ o-E[(m-l)/21 ^ 

{ ViETA a.l615 p. 11 : « Si fuerint duo triangula quorum angulus 
acutus primi [x] , ait submultiplus ad angulum acutujn secundi [mx] ... 

Ad similitudinem laterum circa rectum ... eflScîtur a base [cosse] et perpen- 
diculo [sinac] primi ut binomia radice potcstas œque-alta [(cosa^+sina?)*»], et 
sin^laria facta homogenea distribuuntur in duas partes successive, utrobique 
primum affirmata, deinde negata, et harum primse parti similis fit basis se- 
<;undi [coswx], perpendiculum [sinwoî] reliquœ.» | <- 
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^ 6*0 a*£q . cosjc -^0 .3- tngjc = simr/coso? Df 

•1 tngic=0 .=. ^£ iiTT 

•2 nsN^ .tng(27x/n) er r). n£tlsjt2yéi8 < 

JWendt, Monatshefte f'àr Math. a.l899 p.97 } < 

•3 — jr/2<a;<7r/2 O- 

•4 — TT < 0? < jr . a?-«=0 .3' 

/tngx =L /x — 2v[ 7r-2/ix2Ai-l vN^-2n |n, N, ] 
"5 xE q-n .3- ^/ tng JTJC = /a; + 2.r^[/(ji:;'~?i*) jn, N^ ] 

= lim [ v/(a;— r) |?*, — n —n] |n 
I EULER a. 1748 p. 159 \ 

Note, 

La fonction « sinus » abrégée en « sin » se présenta d'abord dans les ap- 
plications astronomiques de la géométrie. Voir §vct P4. Ptoléméc a calculé 
les cordes des arcs do O^ à 180''. 

Albategnius (a. 880), astronome arabe, a introduit le sinus; il dit en effet: 

« Ptolémée ne se servait des cordes entières que pour la facilité des dé- 
monstrations, mais nous avons pris ces moitiés des cordes des arcs doubles 
dans toute l'étendue du demi-cercle. » 

Le mot arabe est gib ou dgib, qui signifie un pli ; c'est la corde pliée eu 
deux. Le pli d'une robe, en latin, se dit sintis. P. ex. selon Virgile (-Eneides 
1.1) Venus se présenta à Enée: « Nuda genu, nodoque sinus collecta fluentes p . 

Les traducteurs latins des Arabes on remplacé gib par simis, adopté de- 
puis par tous les astronomes. 

Voir Del ambre, Histoire de l'astronomie du moyen âge a.l819 p. 12. 

Jusqu'à Bernoulli le sinus était appelle « sinus rectus »; « sinus totus » était 
le rayon. Jusqu'à Legendre, a.l840, les sinus était une longueur; seulement 
quelquefois il suppose le rayon =1. 

La définition analytique du sinus est due à Euler; voir P*2. 

C08 signifie « complementi sinus». Voir P-21. 

Le symbole « tang » a une origine géométrique. 

Nous n'introduirons pas les autres fonctions trigonométriques cotang, sec, 
cosec. On pourrait môme supprimer toutes les fonctions trigonométriques,. 
car elles ne forment qu'un double emploi avec l'exponentielle e*^. 
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§89 sin"* cos"* tng"* 

•0 sin *y = ? q « a?3(sinjc =y . — jr/2 ^x^ n/2) Df 

M a?£q.sinjc=y .=. ^re (2n7r+sin"*!/) w (7r+2n;r— sin"*y) 
•2 sin'V = -i log[^Kl-;/)+iy] 

•3 sin-V=y+l/(2x3)y'+(lx3)/(2x4x5)t/»+(lx3x5)/(2x4x6x 
7)2/'+ ... { Newton a.l676 j 

Soit y une quantité comprise entre — 1 et +1; 8in-i.y indique la quantité, 
la plus petite en valeur absolue, dont le sinus est y. De même pour cos-iy, 
qu'on prend entre les limitas et 7i\ et tang-iy, qu'on prend entre les li- 
mites — .t/2 et 3i/2. 

Ces fonctions sont inverses de sin, cos, tang; mais puisque nous n'avons 
pas introduit de symbole pour indiquer l' inversion des fonctions, il faut 
considérer les symboles sin-i..., comme des signes simples. 

La notation que nous adoptons est généralement usitée dans les traités 
anglais. On trouve aussi les notations arc siny, arc(sin =y). 

« 2. HypPl.3 

•0 cos"*y = ?q^rr3(cosà;=?/.0^ir^jr) Df 

•i XE(\ . coar '=y .=. a;£ (2njr+cos"*y) u (2n7r— cos"*y) 

•2 cos"V = -i log[y+i>J(l-y')l 

'3 sin 'y+cos"*y = ;7r/2 

* 3. j/£q .3 

•0 tng *y = ?q^aî3(tnga?=y.— jr/2<;iXî<;7r/2) Df 

•01 XE(\ . tngaî=y .=. XE nji+tng~^y 

■1 yeQ O- tng"\y + tng~y?/ = n/2 

•2 tng-^.y = log[{l+î/i)/(l-?/i)]/(2i) j Euler a.l748 p.l05 j 

•3 -1 ^ y ^ 1 O. tng-V = y-y'/^+ît/o- ... 
I Leibniz a.1673-74, MathS. t.5 p.401 } 
{ J. Gregorius Comme7xmm epistoliciim a.l671 (?) j 

A x,yEq . modxy <1 .3 tïig-'[(x+y)/(l-xy)] = tng"*a? +tng"*y 
•3 jr = 4tng"*l 

•51 71 = 4(tng"y2+tng-y3) [ (/2 , /3) | (x,y) P-7 . P-71 .D- Ths ] ^ 
j Euler a. 1748 p. 107 j 
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52 3i=8tng-'/3— 4tng"y7 < 

I Stôemer BuU. de la Soc. Math. Fr. a.l899 t.27 p.l70 < 

•53 jï = 8tng~y3+4tng~*/7 { Clausen a.l847 p.209 } ^ 

[ (/3 , m I ix,y) P-7 O. tng-i/2 = tng-i/3 + tng-i/7 (1) 

(1) . P72 O- Thfl ] . < 

•54 w=16tng-y5— 4tng"y239 { Machin a.l705 j 

[ (/6, /5) I (x,y)P-7 .D. tng-i 6/12 = 2tng-i/5 (1) 

[(5/12 , 5/12)] I (x,y)P-7 . (1) O- tagr-il20/119 = 4tng-i/5 (2) 

(120/119 , —1) I (a5,y)P-7 O. tng-i/239 = tng-il20/119 — tng-i 1 (3) 
(2) . (3) . P-71 .D. Th8 ] < 

•55 jr=4(tng-'/2+tng-*/5+tng-y8) j Dahse a.l844 p.l98 } < 
•56 « = 20tng-y7+8tng-'3/79 | Vega a.l794 p.633 } < 

•6 req . modr^l . djfiq .3" tang~'[mna;/(l+rco8a;)] = 
rsiojx — (r*sm2a;)/2 + (r'sm3a;)/3 — ... 



§90 B 

•0 neNi .3. B„ = 2*-2» (2n)! «-2» v(Nr^) Df 

•1 B, = /6 . B, = /30 . B, = /42 . B, = /30 ... 

Note. Bn est le n*» des nombres qui • ab inventore Jacobo Bernoullî 
voeari soient Bernoulliani > (Euler Cale. diff. t.2 §122). 

Une bibliographie de ces nombres est publiée dans ÂJM., t.5 a. 1882. 

Euler les a indiqués par B^, B,, B5 ...; Raabe a proposé la notation^ 
Bi, B|, B„ ... que nous adoptons. 

•2 lim (B„^yBJ|w = nyji* -21 limB=cxD 

•3 OT,n£Ni .3. 2 (1-n)*" = n"+y(/n+l) + n"/2 + 

Z[ (-1)*^' Cmb(m, 2r-l) B^ a;'"-*'"+y(2r) |r, 1- E(ot/2) ] 
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§91 pnt vct 

Note, Dans plusieurs travaux on a analysé les idées de la Géométrie par 
r instrument de la Logique Mathématique. Dans BdM. a.l894, p.51-90 on 
a suivi la Gréométrie classique. M. Pieri (Mem. Ace. Torino, a.l897 et 
&.1899) a analysé directement les principes de la Géométrie de position, et 
ensuite de la Géométrie élémentaire. 

L'analyse suivante de la théorie des vecteurs est extraite des « Atti Ace. 
Torino, a. 1898 » . Les idées et les propositions se rencontreront ici dans un 
ordre différent de Tordinaire; mais on arrive tout de suite au calcul géo- 
métrique. 

4k 1. pnt 

•0 pnt= «point; idée primitive» 

•i pnteCls -2 a pnt Pp 

* 2. - pnt 

•0 a— & = c^d .=. « relation primitive » . 

Note. On peut lire cette relation comme en Algèbre. 

Euclide la désigne par les mots «les lignes ab et cd sont égales, pa- 
rallèles et de môme sens>> (voir P'4). 

G. W es sel, a.l797 y reconnut les propriétés de l'égalité, et l'indiqua 
par a6=crf; p.4: 

«... on parvient à exprimer la direction des segments de droite situés 
dans un même plan d'une manière aussi analytique que leur longueur, 
sans que la mémoire soit embarrassée de nouveaux symboles ou de nou- 
velles règles. » 

H. Grassmann, a.l844 y reconnut les propriétés de l'équidiflférence, 
et l'indiqua par la notation adoptée ici; plus clairement »a. 1845 (Werke, 
t.l p.303): 

« ... ich sage also, dass B—Â dann und nur dann gleich Bi—Ai sei, wenn 
die geraden Linien von A nach B und von A^ nach 2?i gleiche Lftnge und 
Richtung haben.» 

On rencontre la même remarque dans : W. Hamilton, a.l845, Cambridge 
Journ. t.l, p.47: 

«... the jsyTnbolic équation, D— C:=B — A, may dénote that the point 
D is ordinarily related (in space) to the point C as B is to A, and may 
in that view be expressed by writing the ordinal arialogy, D..C::B..A: 
which admits of inversion and cUternation. » 
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Cette notation est aussi une conséquence immi^diate des formulées de Mô- 
bius a.l827; plus clairement a. 1844 p.608; mais ces A. n'ont pas fait un 
usage constant de cette notation. 

Comme Euclide définit l'étçalité des segments par le mouvement en gé- 
néral, on peut expliquer l'égalité des vecteurs «—& = c — d par «on peut 
amener les points a et b k coïncider avec c et d par un mouvement de 
translation » . 

Nous considérons cette relation comme une idée primitive, que nous dé- 
terminerons par des Pp, d'où découlent toutes les propriétés géométriques. 

■1 a— & = a— b Pp 

•2 a— &==c— rf .3- c— rf=a— & Pp 

•3 a— b = c— rZ . c—d := e—f .3- ^— & = ^— /" Pp 

•-4 a^b = c^d .3- a—c=^b—d Pp 
j EucLiDES, I, P33: 
Aî Tàç ïoaç Te xal naQalXrjXovç èjiî rà a^à /léçr) êjii^evyrvovaat 
eù&eïat xal avraî loai re xal naQâXltjkoi elaiv. \ 

•il a— & = c— rf .=. a— c = 6— r? .=. 6— a = d— c .=. &— rf := a— c 
.=. c—a = d^h .= c—d = a— & .=. d—b = c—a 
.=. rf— c = b—a [ P-2 . P-4 .3 P ] 

•42 a— a = b—b [ p-i . p-4 .3 P ] 

•5 a^c = b^c .3- ^=^ Pp 

•6 a pnt ^ a;5( iT— a = &— c ) Pp 

Note. P-1-2-3. Ces Pp ont la forme d'identités de Logique, §= P2, mais 
elles expriment des faits géométriques. Pour reconnaître leur indépendance, 
donnons à la relation fondamentale a—b =r c — d successivement les inter- 
prétations 

« les points a,b,Cjd coïncident » 

« la distance ab ^ la distance cd » 

«les quatre points sont dans un même plan»; 
alors seront respectivement vérifiées les P 2 et 3, et non la 1, les 1 et 3, 
et non la 2, les 1 et 2 et non la 3. 

La P*4 permet de permuter les termes moyens dans l'équi différence gé- 
ométrique. Cette Pp est indépendante des précédentes, car si par a— 6=: 
c — d on entend « distance a& = distance cd », les Pl,2,3 seront vérifiées 
mais non la 4. 

P-41. On déduit que l'équidifiTérence entre 4 points peut se mettre sous 
8 formes différentes, comme les équidififérences numériques. 

P'5. Si à la relation fondamentale on attribue la signification « la relation 
a'^b=c'—d' subsiste entre les projections de afiyCjd sur un plan fixe», 
cette Pp5 ne sera pas vérifiée, bien que toutes les précédentes le soient. 



pnt vct 



153 



P*6. Si nous appelons «pnt» les points d'une figure finie, p. ex. inté- 
rieurs à une sphère, toutes les P précédentes seront vérifiées, mais non la 
nouvelle Pp. 

Le mot « vector » a été introduit par Haïuilton a.l845 p. 56. Il vient de 
« velierc » car il représente une translation. 



* 3. 
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•0 vct = œ3[3. (ajb)3( a,bE pnt . œ= h^a)] 

•Il vct = pnt — pnt j = « vecteur » j 

'\ 0= ? iJC3( as pnt .3«- ^3?= a—a ) 

•il 0^vct M 2 rïepnt .3- a— a=0 

[ bs pnt . PI -42 .Z): as pnt .3» . &— 6 = a— a 
bs pnt . (1) ."Z)- a -P3(a£pnt .3» • ^= « — ^r) 

(2) Elimô . Pl-01 .D. 

ae pnt .3- ^= a— a . y= a — « . Pl-3 .3- ^=y 
(3).(4).§;P-1 .D. P-1M2] 

"13 a,6epnt .3- û=b.=. a— 6=0 

[ Hp.a=6.P12 .D. a-6=0 
Hp . c£ pnt . a—b =0 .3. a—b = c— c . PI 4 .3. 

a — c = b—c . Pl'5 .3- « = ô 
(1) . (2) .3 P ] 

a,te pnt . t<,r,t(;£ vct .3- 

•2 a+u = ? pnt ^ ir3(.r— a = ?0 

^^i a+ii £^nt -22 (a+z«)— a=t^ 

PI -6 .3. apntna:3(a;— rt = w) 

jp,y£ pnt . a?— a =2* . 1/— a =w . Pl*3 .3* os—a = y — a . Pl'5 .3- ^=y (2) 

(1) .(2) .§>P1 .3. P-21-22 ] 



Df 

Dt 

(1) 
(2) 

(3) 
(4) 

(1) 
(2) 

Df 

(1) 



•2î 6— a = 2^ .=. b = a+u -2 4 a+(6— «) =6 

•26 (a+u)—{b+u) = a— & 
•21 a+i*4-^ = a+v+u 

{a+v,a)\[afi)P-26 .3 (a+v+w)-(a+?;) zzz* . P-23 .3. P ] 



Df 

[ (a+u,a,b+7i,b) |(a,6,c,c/)Pl-4 .3 P 1 



P-26 .3. (a+M+f)-(6+«'+y) = («+M)-(6+w) = a-&.Pl'4.3 P ] 

'3 u+v = 1 X3[ ae pnt J^a . a? = (a+?t+^)— ^ ] Df 

•21 t^+î; e vct -32 i^+z; = (a+i^+^)— ^ [ P*28 3 P ] 

•33 a+u+v ^ a+^ii+v) [ P-32.P-22 .3 P ] 

•34 w+?; = V'\-u [ P-27 . P-22 .3. P ] 



.•».- 
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•35 U+(V+W) = (U+V)+W 

[ P-33 O. «+( (u+v)+w ) = ( a+(u+v) )+w = ( (a+u)+v )+tv = (ii+u) 
+(i;+u;) = a+{ u+{y+î£j) ) . P-22 O- P ] 

•4 — ^^ = 7 vct ^ œ3{u+x =0) Df 

•41 — w£vct -42 — (— w)=w -43 —(a— 6) = 6— a 

•44 W— 2? = W+{— t?) Df -45 W— W=0 



* 4. 

(vct|NJ§2Pl 

* 5. 



No H 1 vct 



H n X 2 vct 



u,v€ vct . meN^ . a,&£ n .3* 

•0 Ow=0 •Ol mu=:(m—l)ii+u 

•02 (— m)w=:— (mw) 

•03 mu = v; ?(m^ F l'"m) 

•i awfivct -11 ua = au 

•2 (a+b) w = aî^+ftt^ 

[ m,7i£Ni . P03 . P4-31 .3 (m+n)M = 2'>[m Fl-(m+n)]= 
= Ii[tu F l—ryi]+2';[m F (w+l)--(7M+n)] = mu+nu 
(1) . P-0 . P-02 O. P 1 

•3 a(u+v) = au+av 

[ wwNi.P-03 O. miu+v) = Zi[i{u+v)F{l"'7n)] 

. P4-41 .3 = Zi{tuFV"m)+l7{ivFl"m) 

. P*03 O- = mu-\-mv 

(1) . PO . P02 O. P ] 

•4 /£vctFl-m .3. l{af) = a:if 
•5 (ba)u = b(au) 

[me Ni . [j(mFl---m) |/*]P*4 .3. m{au) = a(mw) 
(1) . P002 .3 P ] 

•6 mw=0 .3* w=0 



Df 

Df 

Df? 

Df 



(1) 

(l> 



Note. On satisfera à toutes le^ Pp précédentes, mais non à la nouvele "6 
si, en considérant le,s points d'une circonférence, Ton dit que a — b = c— ^ si 
l'on peut amener les points a et & à coïncider avec c et cZ par une rotaion 
autour du centre. Le représentera alors l'identité, et une rotation répttée 
peut produire l'identité. Un autre exemple est fourni par les vecteurs spié- 
riques. 

•7 mu = mv .3- ^^=t? 

[ Hp .3. mu—mv =0 . P-3 .3. m{u-v) =0 . P-6 3. Ths ] 



^4 
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#6. + - n X / r vct 

w,t?£ vct . m,neNi . a,ter .3- 

•0 u/m = ? vct ri v3{mv =1*) Df 

•1 avctr^i?3(mi? = î^) Pp 

'Note, On vérifie toutes les Pp précédentes, mais non la -1, si Ton remplace 
les points par les nombres entiers n. 

•2 u/m S vct . m{u/m) = u 

•3 Pjqen.p/m = q/n .]3- (up)/m = (icq)/n 

[ Hp O' P^ = ^''^ O- w(pw) = u(qm) . P5-5 O* {tip)n = (wg)w . P-2 O* 
(uplm)mn =z (uqln)mn . P5'7 O» Ths ] 

•4 aw = ? t?3[ mfiN^ .pen . p/m =a O^^P- v = up/m] Df 

•5 aw £ vct . (a+6)w = au+bu . a(t^+?;) = aw+at; . 

(ab)u = a(6w) = abu 
•6 aw =0 .=. 0=0 .w. tt=0 

4l& 7. r 2 pnt vct 

niynsN^ . Ofi pnt F 1— m . a?£ rFl-m . be pnt FI— n . ye rFl— n .3- 

•0 2(aî^a^|r,l-m)=0 .=: ce pnt .3)e- ll^Mr-^c) |r, 1-m] =0 Df 

•i 2(a7a)=0 0-2^=0 

•2 20? =0 . es pnt . 2[i»^(a^— c) |r, 1-m] =0 .3)- 2(^^) ==0 

•3 i{xa) = l(yb) .=. 2(ira)+2(-y&) =0 Df 

•-4 pE pnt .3). 2(o;a) = Ua?)p+2[a;^(a^— p) |r, 1-m] 

•5 20? =0 r^. l(xa) e vct 

•6 200 -0=0 O ■ (2^ût)/{2^) « Pi^t 

^o#e. Soient afiyC... des points. Nous avons donné une signification aux 
formules a—b (P20), a+(ô— c) (P3-2), (a— 6)+(ô-c) (P3-3),... 

Nous voulons maintenant introduire des expressions de la forme 
flCifl, + a:ja,+ ... XnOn, ou 2{xrar |r, l--n), 
où les X sont des nombres (rationnels) et les a des points. Nous définissons^ 
d'abord l'égalité Xia^-\-,,, =0, (PO), et ensuite l'égalité de deux sommes- 
de points. Si la somme des coefficients numériques est nulle, alors la somme 
des points est réductible à un vecteur (P'5). Si cette somme n'est pas nulle 
alors la somme des points divisée par la somme des coefficients numé- 
riques est un point. Ce point s'appelle le « barycentre » des points donné» 
avec des masses (positives ou ' négatives) mesurées par leurs coefficients. 
L'expression ZxajZx pour indiquer le barycentre se rencontre dans Môbius^ 
a.l827 t.l p.37. 
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* 8. + X q vct 

UjV,we vct . m£N^ . psn . ooer .]3- 

•0 uxv = « produit (intérieur ou scalaire) des vecteurs u et t% 

déterminé par les Pp M -2-3 9M ». 

M tixveq Pp 

'2 iixv = vxu Pp 

•3 (u+v)Xiv = uXio+vXto Pp 

AVfî. On peut relier la fonction ux^ aux idée^ communes par la P13-3. 
Le produit d'un vecteur par lui-même est le carré de sa longueur. Le pro- 
duit de deux vecteurs orthogonaux est 0. uXv est le travail mécanique d'une 
force représentée par le vecteur u, lorsque le point d^application reçoit un 
déplacement représenté par v. 

Ce produit se rencontre dans Euclido sous la forme d'une longue péri- 
phrase (Voir P-61). 

H. Grassmann a.l84(> t.l p.345, après y avoir reconnu les propriétés 
commutative (P-2) et distributive (P'3), rapi)ellc «innere Product», et le 
désigne par la notation que nous suivons, adopté aussi par Resal, Somoff,... 
Grassmann a. 1862 a indiqué la même fonction par u\v, en la décomposant 
dans le produit de u par un nouveJ objet \v. 

Cette fonction se rencontre aussi indirectement dans les quaternions de 
Hamilton, où est indiquée par— Si/r. En conséquence, selon Hamilton, on 
a w'=— (modw)', contrairement à la Pp 9*1. 

Grassmann a aussi considéré le produit extérieur de deux vct, qui coïn- 
cide à peu près avec le vecteur du produit des deux vct, selon Hamilton. 
Ce produit a la propriété distributive, mais non la commutative. 

•31 0XW=0 [ (0,0,M);(tt, vr) P-3 .3 P ] 

•32 f€yctFV"i)i .3). (lf)Xv = ::iifXv) [ P-3 D P ] 

•33 (niu)Xv = rn{uXr) [ }j((MFl-m) !/'!P-32 .3 P ] 

'34 (—u)XV = —{uXl') [ (— w,r) |(tv«') P-3 . P-31 .3 P 1 

•35 ('-mu)xv = —m(uxr) [ P-34.P-33 .3 P 1 

•36 (pii)Xv = p{uXr) [ = P-31-33-35 ] 

•37 (u/m)XV = (uXv)/m [ (w/m)|MP-33 .3 P ] 

•38 (n2)/m)xv = (uxr)p/m [ {i/;>) |m p-37 . P-33 .3 P ] 

•39 (xfi)xv = a:(uxv) [ p-38 .3 P ] 

•40 u^=Luxu Df 
•41 (M+r)»=^«»+2^^.Xy+^^ 

•42 (a-\-r-\-icY =z u^-\-v^-\-n^-\-2uXv-\-2uXxo+2vX'vo 
-43 {n+r)x{u—r) = u^—r^ 
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u (u+vY+(U'-v)^ = 2{u*+v*) [Thomas Simpson a.l760 p.37: 

The sum of the squares of the two diagonals of a parai lelogram is equal 
to the sum of the squares of ail the four sides of the parallelogram. i <} 

j Legendre Géom. p.227: 
«... dans tout parallélipipcde, la somme des carrés des quatre diago- 
nales est égale à la somme des carrés des douze arêtes. »( 

a,b,ce pnt r^, 

•6 (a-fe)x(a-c)=0 .=. (a-by = (a-cY+ib-cf 

! Pyth AGORAS; Cfr. Plutarchos Synip, viiic.4 j < 

\ EUCLIDES I P47 P48.J 

•G 1 (a-bf = (a-c)'+(b-c)^-2(a-b)x{a-(:) 
•G2 {a-b)' = (a'-c)'+(b-cY+2(a-c)X(C'-b) 

i EUCLIDES II Pi 2 Pi 3 j 

•63 2[a-(6+c)/2]' = (a-&)*+(a-c)»- (&-c)y2 
{ Apollonius Perg.eus voir P-9 j 

a,&,^,rf£pnt .3)- 

•7 (a'-b)x(C'-d)+(b-c)X(a''d)+(c-a)x(b-d) =0 

•71 (a-&)"+(fo-c)*+(c-rf)»+(ci-a)* = (a-c)'+(b'-d)*+ 

4l(a+c)/2 - (&+rf)/2J» [Euler NCPetr. a.l748 t.l p.49 j < 
ajb^,ye pnt r^. 
•8 (x-a) X (x—b) =0 .=. [a;- {a+b)/2Y ={&-a)y4 ^ 

{ Thales ; Cfr. DioGENIS Laertii I 24 : « (prjoi IlafjKpiXri nQWToy 
(Thales) xaxayqàxpai xvxXov xh TQiyœvov ogroyaiviov xal dûoai fiovv, » 
Version iPamphila (a. 100) dit que Thales, le premier, inscrivit le triangle rec- 
tangle dans le demi-cercle et qu' à cette occasion il sacrifia un bœuf. | < 

•81 (x-a)»~(a;-&)'= (j/-a)»~(y~fc)» .=. {x-!/)x(a-b) =0 ^ 
•82 {x-a)^=(x—b)\=. lX'-(a+b)/2\x{b-a) =0 ^ 

•83 nisRHi ry 

(x—af^ m{X'-b)\=. [ir-(r/ib— rt)/(m— 1))»= (&— a)»/>?/(»i— If 
j -81-83 Apollonius t.2 p.ll6: o^ èàv ành ôvo ôebofiévov ot]- 
jueicov ev&eïai xXao&c5oiv, xal jj m àji' ainaiv ôo&êvzi xcogid) ôiaqpé^ 
Qovxa, xh orj/biéiov ây^exai êéoei ÔEÔo/Âévrjç evâeiaç' 

iàv ôè (boiv êv iàyco ôo'dévxi, tjxoi ev&elaç fj negiq^egelaç' » } ^ 
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'9 neNi .as pnt F 1—n . g=z (^a)/n . xe pnt .]3- 

2(ir-a)* = n^ix—gf + l(g—a)* <j 

{ Apollonius t.2 p. 116: « èàv ành âaœvovv ôeôo/jtévcDv atjfielœv 

TcXao'&djoiv eifÛEÏaL Jigbç évî orjjusiq), xal fj rct ành 7iao(ûv eiôt] Toa ôo&evri 
XCOQicpf rb orjfiétov Srperai ééaei dedofiévrjç 7teQiq)SQelaç' > j ^ 

^ 9. mod y\ vct 

•1 w-=0 .3- ^*^Q PP '2 modw = vKt^*) Df 

•*21 modi* =0 .=. tA=0 -22 mod(— w) = modw 

*23 a?£r .3- mod(^w) = mod^ modi6 

[ mod(a?M) = ij [{xuy] = yKa?*u') = ^ic^u^ =r moda? modw ] 

'3 mod(iiXv) ^ modw modî? 

[ XBT O- (xM+i;)»^ O. x»w*+2aM^Xt?+t?' 50 . §q P21-3 .3 
(modw)«(modi;)»5î(wXt^)« O. P ] 

^4 mod(u+v) ^ modw+modt? 

[ P-3 O. mod{u+v) = yKM«-f 2mXv+v«) ^ 
vl [(modM)'+2niodM modi;4-(niodtî)*] .3. P ] 

"41 a,&,C£pnt .3)- mod(a— &) ^ mod(a— c)+mod(c— 6) 
JEUCLIDES I P20: 
« Ilavxàç TQiycovov al ôvo TtXevgal t^ç Xomtjç fÀsiCovéç elai, » { 

X pnt vct 

^ 10. (vct|qJ§q,PlM4 
^ 11. (pnt|qj 

* 12. 

M ue vct . a?eq .3)- xu=ii\ A[(R^ 0a?)w] ^ i[{R^rr/e)wJ j Df 

•2 a?£ q-r . us vct .3- ^^ ^ vct Pp 

•3 tevct-^O .3- ayct-(q/) Pp 

•4 tevct-iO.jfi vct-(qt) .3)- avct-(qi+qj) Pp 

•5 ie vct-iO .je vot-(qi) . ke vct-(qî+qi) O* ^^^ = Q^'+qi+q* Pp 

•6 HypP-5 . x,yyZeç[ . xi+yj+zk =0 .]3- iz:==0 . y=0 . ;2:=0 

•7 HypP-5 . x,y,z,x\y\z'8Gi . xi+yj+zk = x'i+y'j+zk r). 
x=a^ . y=]l . Z'=^^ 

Note. La P'I définit le produit d'un nombre irrationnel par un vecteur. 

La Pp*2, qui affirme l'existence de ce produit, cesse de valoir si l'on rem- 
place les « vct » par les « r » , bien que toutes les Pp précédentes soient sa- 
tisfaites. 
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La Pp'3 dit qa*il existe des vecteurs non parallèles à un vecteur donné ; 
elle n'est pas satisfaite si Ton considère seulement les vecteurs appartenant 
à une droite fixe. 

La Pp-4 dit qu'il existe des vecteurs non coplanaires avec deux vecteurs 
non parallèles donnés. Elle n*est pas satisfaite si Ton considère seulement 
les vecteurs d'un plan fixe. 

La Pp'5 dit que l'espace que nous considérons a trois dimensions. Elle 
n'est pas satisfaite si l'on remplace les «vct» par des «q4». 

Ces trois Pp, nécessaires dans quelques cas, nous sont moins intéressantes 

^ 13. a^fiE pnt . de a'\'Q{c-'0) . et &+e(rf— &) .3- 
mod(e— &)+mod(^— c) ^ mod(a— 6)+mod(a— c) 
{ EUCLIDES I P21 } 

^ 14. Lm lim pnt vct (vct |q J §q^ P21-25 

*, 15. (pnt|qj 

^ 16. te Cls'q . XB ôk . ue (Cls'pnt)f A .3 
]im{UykyX) = pnt^ a^l lim[ l^mod(a— w^) U, A, x] =0 Df 

Ex. § rectaTang Pl-0 P20 

^ 21. cont pnt vct (vct |qJ§contPl 

* 22. (pnt|qj 

^ 23-i u^,u^u„u^ £ vct .3 Dtrm(w^xw, |(r,s) , 1-4 i 1-4) =0 

^ 31. / mod vct U 

uevGtHO .3- '0 V!u = u/modu Df 'i modUw = l 

•2 U(— w) = — Uw "3 aeQ .3 U aw = aUu 

Note. La fonction Uw, qu'on peut lire «le vecteur unitaire dans la di- 
rection de i£», a été considérée et désignée par ce signe, par Hamilton. 
L'opération U correspond à l'opération «sgn» sur les nombres. 

4j& 32. X / mod Q cos vct U 

UjV£ vct . modiù = mod?; ^1 .3- "^ cos(u,v) = tixv Df 

u,v£ vct-iO .^. -1 oos(u,v) = cos(Uw, JJv) = (Uu)x(\Jv) Df 
•2 cos{UjV) = cos(Vjtc) . eos(— w,^) = cos(w,— ?;) = — cos(îf,r) . 

cos(— i^.,— r) =1 cos(UjV) . —1 ^ cos(w,?;) ^ 1 
"4 itxv = mo&u mody cos(w,t^) 

•4 CO^[lt,V) =1 .rzr. VE (^U \ QO^{u,V) =—1 .=. VE — Ql^ 
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^ 33. + X mod vct U cmp|| cmpj_ 

u,r,w£ vct . mod^( =1 r^. 

•0 (cmp| 1?^);; = {uXr)it \ = « composante parallèle à «^ de ?; » j Df 
•04 (cmpj^?0r = r— (cmp] ;^0'-' j = « c normale à ^^ de ^? » j Df 
M (empli ^«) (r+io) = (cmp||/r)r+(cmp|iw)t^ 

\\ [_ [_ ^._ 

•2 UjVe vct . H^ =0 r^. 

(cmpii^O'' = (cmp,,Uu)r . (cmp_L?0'*" = (<^TL\pi_\Ju)v Df 

^ 34. mod cos sin = vct U cmpj_ 

UjîJE vct . mod?^ = mod?,^ = 1 .]3- 

•0 sin(z^,r)^mod(cmpj_^0^' Df 

•0 1 sin(^e,r) = sin(?%^^) = sin(— ?(,?•) -02 0^ sin(i(,f) ^1 

•03 sm(;«,r)'4-cos(«/,r)'=l 

i^,r£vct-«0 .^. -1 sin(^(,r) = sin(U/^,Ur) Df 

•1 1 sin(i^,r) =0 .=. ue q?; 

•12 mod (cmpj_?/)r = mod?: sin(?^,r) 

•2 ajh,ce pnt . rt-c=6 . a-=z(^ . Ih=c .3 

mod(a— r^) sin(a— c, a— h) = mod(&— c) sui(b—c, 6— a) 
[ Hp o. «~c = (rt-6)4-(6-c) (1) 

Hp . (1) O- [cmp_L;^a— 6;]^a— c) = [cmp_L(a— ô;](6— c) (2) 

Hp . (2) . P12 .D. P ] 

^ 35. tifTjtvs vct -tO . 2:',w -e qt^ .3- 

•0 sln(!«;?;,to) = sin[(cmp_l_?<)r, (cmpj_?^)î(;] Df 

•01 cos = cos[ ] Df 

•1 cos(i^,tv) = cos(ii,v) cos(w,2(;)+sin(w,r) sin{UyW) cos(u;v,w) 

[ C09{Vylu) = UfxUw 

= [(cmp||z^)Ur4-(cmp)_LwUy] X [(cmp||M)UM/'+(cmpJ_M)UM7] 
r= [(empli w)Uu]x[\cmp||2^)Uu?]-|-[(cmpJ_w)Uu]x[(cmp -Z). P ] 

{ JoANNES DE Regio Monte a.l533 p.l27 : 
« In omni triangulo sphserali ex arcubus circulorum magnorum constante, 
proportio sinus versi anguli cuiuslibet [1 — cos{u',v,w)] ad differentiam duo- 
nim sinuum versorum, quorum unus est lateris eum angulum subtendentis 
[1— cos(i;,ty)], alius vero differentiae duorum arcuum ipsi angulo circnm- 
iaccntium [ 1 — [cos{u,v) cos(w,u') -f sin(w,i;) sin(M,?r)] ] est tanquam proportio 
quadrati sinus recti totius [ 1 ] ad id, quod sub sinibus arcuum dicto angulo 
circumpositorum continetur rectangulum [sin{w,v)sin(M,ry)]. »| <i 

•2 sm(v;ii,w) / ^in{io',u,v) = sm{u,w) / sin(w,r) 
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Xote, Dans les P32, 34, 35 nous définissons le sinus et le cosinus de 
Tangle de deux vecteurs, et du dièdre {u;v,U') déterminé par le plans uv et uw. 

P32-0. Le cosinus de deux vecteurs unitaires c'est leur produit. 

P34-0. Le sinus de deux vecteurs unitaires u et v est le module de la 
com|)Osant normale à u de v. 

P32-1 et 34-1. Le cosinus et le sinus de deux vecteurs quelconques non nuls, 
est le cosinus ou le sinus des deux vecteurs unitaires ayeiit la même direction. 

P35'0*01. Le sinus et le cosinus du dièdre déterminé par les vecteurs 
(u;v^w) est le sinus ou cosiniis des composantes normales h u de y et w. 
Remarquons que le sinus de l'angle de deux vecteurs, ou d'un dièdre, est 
une quantité comprise entre et 1 ; au contraire le cosinus a un signe car 
il est compris entre —1 et -|-1. 

<9|t 41. + put vct Transi 

Uyre vct . 2)£ pnt .3- 

•0 (Transi h)p = 2)+H J = « le point p, après la translation 

représentée par le vecteur u*, \ Df 

•1 (Transir) (Transb^) = TransK^^+r) 
•2 ûiéN^ .^. (Transl^O'" = Transi mu 

^ 42. + pnt vct Transi Sym 

afiyC^p s pnt . lie vct .3- 

•0 (Symc)p = c+(c— p) }= « symétrique, par rapport à c, de p » j 

•I {Symc)'/>=p -2 (Sym&)(Syma) = Transi 2(fe—rt) 

•3 Transi/^ = [Sym(6'+w/2)] (Symc) 

•4 (TranslM)(Symc) = Sym(c+M/2) 

•5 (Symr)(Tran8hO = Sym(c— «/2) 

^ 43. vct empli cmp_L Sym 

u,v,we vct . 2«AÈ=^ .3 

•0 {Symu)v = (cmp| 1^)^— (cmp_Lw)t? Df 

•I (Symu)*v=v 
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^ 44. put vct Transi Sym Homot 

a,byr,pe pnt . hjksq . us vct .^. 

•0 }lomot(Cyk)p = c+k{p—r) j= « le correspondant de ]J dans 

THomothétie de centre c et de rapport i» j Df 

'i Iîomot(Cjl)p=p . Homot(^, — l)p = (Syrar)p 
•2 IIomot(r,ft)&— Homot(r',A)a = k(b—a) 

•3 A-=l .3 Homot(c,A)Translw = Homot[c+wé/(l~"*)7 *] 
■4 M.c=l Q. 

[Homot(6,ft)] [Honiot(a,/0] = Homot[a+(&— a)(l— ft)/(l— Aft), M] 

•5 k -c=0 Q. [Homot(&, /A)] [Homot(a,ft)] = Transi (b— a)(l— /*) 

•6 r/ifN, .3 [Homot(c,ft)l'" = Homot{c,ft") 

A^o^p. Les P41-44 contienncîit les définitions et les propriétés principales 
des opérations appelées translation, symétrie, homothétie. Elles n'ont pas 
d'application dans la suite. 

distrib Subst vct 
^ 51-54. (vct |qj §distrib Pl-4 
^ 55. lie vct r). 

(cmp||^0,(cmpJ_^r), (Symn) s (vct F vct) distrib 

^ 60. vct Rotor Rotat 

•0 Rotor = i3 a [a,h)3 [ ape vct . moda = mod& =1 . axb =0 . 
2=(6,^a)/(a,b)] Df 

•4 zfiRotor.^. ?=—l 

afie vct . moda =l mod& =1 . axh =0 . i = (6,— a)/{a, b) .3- 
•24 îfi Rotor -22 2£ Subst(qa+qb) -23 Variab/= qa+q?> 
08 pnt . Pjq^re o+qa+qb . t^Veç^ . me^^ . us qa+q6 .3 
•3 Rotat(o,t,OP = o+e*Mp— 0) Df 

= « le point p après la rotation de t radiants 

autour du point dans le plan de la variabilité de î » . 
•31 Rotat(o,i,^') Rotat(o,i,^) = Rotat(o,z, t+f) 
■32 Rotat(o,i,^"* = Rotat(o,i,mO 
•33 Rotat(g,i,— Rotat(p,/,^) = Transl[(l--e*0(g— p)] 
•3^ Rotat(ç,i,^) =Transl[(l— e^)(g— p)] Rotat(p,/,0 
•33 e*'-cz=l .3 Transit Rotat(p,i/) = Rotat[p+i^/(l—e''),i/] 
•36 B.otat(p,i,t) Transli* = Rotat[29— w/(l— e*' ), i,t] 
•37 e»('-^n.c=l 3. Rotat(ç,i,0 Rotat(î9,i,0 = 

Rotat[p+(g--2))(l-e**')/(l-e»<'+0)^ i, t+f] 
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4j& 61. vct Rotor quaternio 

'0 quaternio = q + q Rotor Df 

x,ye quaternio .^: 

M aî+y = ?quaternio<^.î3(we VariabJc^Variaby r^^. zu = œu+yu) 

Df 
•2 yx=:7 quaternio ^ Z3(u£ Variabx . xu e Variaby .]3u- ^^= yooii) 

Df 
UjVyWS vct . ti -c= r^, 
- 3 v/u = ? quaternio ^ a?3(î;= xu) 

'Â quaternio = vct/vct Df ? 

•5 ( v+w)/u = v/u+w/u 
•6 t** -= r^. (io/v)(v/u) = lo/u 

Note. Nous appelons « Rotor » toute transformation linéaire qui à deux 
vecteurs a et 6 unitaires et perpendiculaires fait correspondre les vecteurs 
à et — a. Et nous indiquons par Rotat(o,e,0/>j où o est un point, t un Rotor, 
t un nombre réel, p un point du plan o+Variabi, la nouvelle position du 
point p après une rotation autour de o dans le plan de t do l'angle fermé 
par un arc de cercle de longueur t rayons. 

« Quaternio » est une expression de la forme x-\-iy, où x et y sont des 
nombres réels, et i est un Rotor. Nous nous limitons à définir ici la somme 
et le produit de deux quaternions. Ces théories qu'on doit à Hamilton, ont 
une longue bibliographie, et sont un puissant instrument dans les mathé- 
matiques appliquées. 

On a même fondé une « International Association for Promoting the Study 
of Quaternions and Allied Systems of Mathematics. » 

^ 70. pnt vct recta plan 

•1 as pnt . lœ vct-^O .^. recta(a,i<) = a+qu Df 

•2 ae pnt . bs pnt-^a .^. recta(a,6) = recta(a,6--a) Df 

= a+qib-a) Df? 

•3 as pnt . u£ vct . v£ vct-qw .3- plan(a,2/.,r) = a+qu+qvDf 
•4 ae pnt . bs pnt-^a . es pnt-recta(a,6) .3- 

plan(a,&,(?) = plan(a,6— a,c— a) Df 
•3 HypP-4 -3). plan[recta(rf,?;)/*] = plan(a,6,r) Df 

Ex. §rectaTangP2. 

Nous donnons ici les définitions de la droite (roctn) déterminée par un 
point et un vecteur ou par deux points, et du plan déterminé par un point 
^t deux vecteurs, ou par trois points. 
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Note. 



Leii symboles géométriques introduits par les P31-70 ont une importance 
secondaire dans le calcul géométrique. Il y a une foule d'autres idées in- 
diquées par un nom dans la Géométrie ordinaire. Sans nous prononcer sur 
l'utilité d'introduiro de^ symboles pour les indiquer, nous donnerons h\«ï dé- 
finitions symboliques de quelques unes. 

u.v^ws vct-/0 . as put . bjCe pnt-ta . rsQ . fc£ Cls'pnt .3- 
qu = (vecteur parallèle h u) = (point à l'infini de u), 
Qu z= (vecteur parallèle et de même sens que u), 
a-\-Q{b—a) = (rayon d'origine a et passant par b), 
a-\-0{b — a) = (segment de droite limitée par a et 6, ces point exclus). 
a-{-S{b—a) = (le même segment avec les extrémités). 
qu-\-qv = (vecteur coplanaire avec ii et r) = (droite à l'infini qui con- 
tient qu et qv). 
a+Qw+Qy = (angle a,u,v considéré comme lieu de points). 
a-}-$u-\-dv =z (parallélogramme). 
a-\-6u-{-0v-\-0w = (parallélépipède). 

Uu-\-l]v = (vecteur dirigé selon la bisectricc des vecteurs u et v). 
a-{-q[\J[b — a)-{-\]{c—a)] = (bisectrice de l'angle bac), 
pnt^ a:3[mod(x— a) =r] = (sphère de centre a et de rayon r). 
pnto X3[(x—a'^f =r'] = (idem). 

k+qu = (cylindre qui projette selon la direction u la figure k). 
a4-q(À:— -a) = (cône qui projette k du point a). 
pTLt/>X3[{x^a)Xu =0] = (plan passant par a et normal à u). 
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4J& 1. + - X / q (5 lim D 

• I te Cls'q . fs qfi . xe Â^ ôk .3 

D(/;fc,a?) = \im[{fy—fx)/(y—x) \y, k, x) Df 

•H HypPM O. D(/;iv») = l\m\[f(X'^h)-'fx\/h \h, /r-j?, 0} Df? 
•« te Cls'q . A;3 àk , fs qFk . xek Q. 

D/î» = lim[(/'y— /à7)/(y— a?) |y, Variab/; a?] Df 

•3 HypP-2 0. D/^= (D/Jt; |.7;, Variab/^) Df 



Note, 



dy 



Leibniz indique la dérivée de y par rapport k ac, par le signe -^ , où 

< recta aliqua pro arbitrio assumpta vocetur dx » (MathS. t.5 p.220) et « ip«a8 
</x, dy^ ut ipsarum x^y diiferentiis sive înerementis, vel decrementis mo- 
in entaneis proportionales haberi posse » (p. 169). Dans quelques cas il pose 
</J=l; alors le sig^e d indique la dérivée: 

dx =1 , dâc" =2x , dp =3x* etc. rfiTZ = -— =, etc. 

Driefweehsel a.l899 t.l p.226) 

Les idées de Newton sont réproduites dans P3'5. Taylor, Maclaurin, 

indiquent la dérivée par un point ou dessus de la fonction (Voir P8) ; La- 
grange par un accent (Voir P9). Cauchy ((Euvres 1 série t.4 p.255) indique 
les dérivées par Dx , Dy ,... où T indice désigne la variable par rapport à 
laquelle on dérive. Quelque A . indiquent la façon dont on dérive par des 
« d » de différentes formes (d,^,...). 

Pour avoir une dérivée il faut donner une fonction f, la classe k des 
valeurs de la variable, dans laquelle la fonction est définie, et une valeur 
particulière ar, appartenant en même temps à la classe fc et à sa dérivée 
dk. En écrivant le symbole D de Cauchy ed avant de Tensemble (fyk^x), 
la dérivée sera indiquée par \>{f^k^x)^ qu'on pourra lire « la dérivée delà 
fonction /*, considérée dans la classé k, pour la valeur x de la variable » . 
Ce symbole représente, par définition PI « la limite du rapport {fy—fy)\{y—^)j 
la limite étant obtenue en faisant varier y, dans la classe fc, vers ce». 

La classe k coïncide dans la pratique avec la classe q,ou Q, ou est une 
intervalle, ou Tensemble q-rO, ou a dos formes plus compliquées. Si au lien 
de donner la fonction /*, Ton donne Texpression contenant une variable x, 
il suffit d'écrire après cette expression le signe |a:, pour avoir la fonction f. 
Dans {fx)\x la lettre x est apparente ; en conséquence il ne faut pas la 
confondre avec la x qu'on peut rencontrer dans une autre place de la même 
formule. 
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La notation que nous adoptons satisfait aux lois sur les définitions; rien 
doit être sous-entendu, ou ajouté per le langage ordinaire. 

Mais, pour nous approcher aux notations communes, on peut considérer 
rensemble de la fonction f et de la classe k dans laquelle cette fonction 
est censée définie, comme un objet seul. Si nous T indiquons simplement 
par /*, on aura fsqFk. La P*2 définit alors D/bc, qu'on doit considérer 
comme décomposée en {Df)x « dérivée de f, pour la valeur x j> (et non en 
TXfx), car on ne dérive pas le nombre fx). 

La -3 donne la définition du symbole D/*. 

^ 2. te Cls'q . èk =k . f^n^r, Du, Dv £ qFk . asq .3. 

•4 D(u+?') = I)u+I)fj 

[ Hp . X£k .3. D[;u+v) = \im\[(u+v)y'-{u+v)x]l{y^x) \y, k, x\ 
= limi {uy-\-vy^iLX—vx)l{y —x) > 
= lim{ {uy—ux\l{y—x) + {vy—vx)l{y—x) » 
= \\m[{uy—iix)l{y'-'X) |y, A:, x] + \\m[{vy—vx)l{:y--x) \y, fc, x] 
=r T>iLX-\-T>vx ] 

•î Hau = oDu 

•3 DiiiXr) = iiXDv+vXDii 

[ Hp . X£k .3. D^wXî?) = \\m[{uXv)y—{uXv)x]l{y—x) \y, k, x] 

= lim[(My X oy—iixX vx)liy—x) » 
=: \im\[ux{vy—vx)-^vx{uy^ux)-^-{uy—uxXvy —vx)]l{y— x) » 
3= \im[uxX(vy-'Vx)l{i/—x) + vxX{uy—iix)f{y—x) -\- 

{uy—uxliy—x) X (:vy—vx)l(^y—x) X (y—x) » 
= tixX^vx -\- vxx^i^x ] 

•4 rh 3 Srk . gs qYif'k) .3 D{gnx = {I)g)fx X Bfx 

[ Hp .13. T>(fff)x = \\m[{gfy'-gfx)l(y—x) \y, k,x] 
= \im[{yfy-^gfx)l^fy~fx)X{fy-fx)l{y---x) • .D- Ths } 

^ 3. 

•1 msN^ .3. D(.x"*!,7:, q, ;r) = mœ"'~' 

[ D(ccw|t, q, x) = lim;[(.i;-f-/iV^— ,r'rt]//^ |7?., q, 01 
=r 7n2C"*-i + lim!/i2'C(?7i,ri/ir--a;'»-''|r,'2"-m] » = wia;»»-i ] 

•14 HypP2 . msN^ . i^eqF/t- .3- D(^4^/>^) = m^4^(//^— 1)XD?^ 

•2 (Tgq-tO .3- D{/x\j% q-^0, d:) = — /r' 

[ D(Jx\x, q-fO, ce) = lim[' /,y— /.r 7(?/— a?) 1?/, q-«0, ac] 

= \un[—l(yx) » » » = — /x- ] 

•21 HypP2 . 0-£7y& .3. D/?; = — Dz?/?;' 

•22 » » * D(?«/r) = (?;Dw— î^Dî;)/î;' 



p U)7 

•3 men . xe q-«0 .3 D(a;"*;x, q-^0, x) = mx"'~^ 

[ 77l£X„ . P-1 .3 P 0^ 

neS, . m=z--n .3. D(5C-»|;r, q-zO, a? ) = D(/j:'» Ioî, q-/0, )aî = 

—nxn-ilx^n =r —naj-w-i =: 7nxm-i (2) 

(1) . (2) O. P ] 

•4 meN, . œeq Q. D( *"4r \x, Q, j') = ///^ "'^r'''-' 

[ D{x'^lm \x, Q, x) = \un[{'/^lm-x'^lm)lj/—r \y, Q, x] 
= / lim| [(.y|^/m;](^;?i — (a^lm"^m]l[y^lm—x[^lvi) » » 
= /[^'(»h/^<X^-l)] ] 
•5 7n£r . .TfiQ Q. D(.x''";.r, Q, x) = mx'"-' 
[ PI . P-4 .DP] 

} Leibniz, Nova methodus pro maximU et minimii^ itemqiœ 
tangentibuSy.. et singulare pro illis calculi f/em/s, Acta Erud. 
Lips. a.l684: 

1 Additio et Subtractio: si sit z — y-\-w-\-x œqu. r, erit dz — y + ty-j-a: 
seu du aequ. ds—dy-\-dw-\-dx. 

Multiplicatio: dx^v œqu. xdv-\-vdx. 

Potentiœ : das» = a.ac« - 1 dx. 

b. a a f>, a— h 
Radiées i d,ya? = ydx Vx 

Suffecisset autem re^la potentiae integrac taiu ad fractas taiu ad radiées 
determinandas. » [ 

j Newton, Philosophiae naturalh; principia mathetuaticaj 
a.l686 t.2p.55: 

« Lemma II. Momentum genitœ œquatur momentis laterum singulorum 
generatium in corundem laterum indices dignitatum & coefficientia continue 
ductis. 

Genitam voco quanti tatem omnem, qui» ex lateribus vel tcrininis quibua- 
cunque in arithinetica per multiplicationem, divisionem, & extractionem 
radicum.... Has quantitates, ut indeterminatas & instabiles, & quasi motu 
fluxuve perpétue crescentes vel decrescentes, hic considère ; & earum in- 
crementa vel décrémenta momentanea sub nomine momentorum intelligo: 
ita ut incrementa pro momentis addititiis seu affirmativis, ac décrémenta 
pro subductitiis seu negativis habeantur. Cave tamen intellexeris particulas 
finitas. Particulaî finitaj non sunt momenta, sed quantitates ipsje ex mo- 
mentis genitse. Intelligenda sunt principia janijam nascentia finitarum ma- 
gnitudinum. Xeque enim spectatur in hoc lemmate magnitudo momentorum: 
sed prima nascentium proportio. Eodem recidit si loco momentorum usur- 
pentur vel velocitates incrementorum ac decrementorum (quas etiam motus, 
mutationes & fluxiones quantitatum nominare licet) vel finitaî qusevis quan- 
titates velocitatibus hisce proportionales. Latoris autem cujusque generantis 
coeiUciens est quantitas, qu» oritur applicando genitam ad hoc latus. 
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Igitur sensua lemmatis est, ut, si quanti tatum quarumcunque perpetuo 
inotu croHcentium vcl de<;rescentium A, B, C, &c. momenta, vel hîs propor- 
tionales rautationum velocitates dicantur a, b, c, &c. moinentum vel mutatio 
geniti rectang-uli A B tuerit a B + 6 A, & geniti contenti ABC momentum 
fue.rit «BC + ô AC + c AB.... Et generaliter, ut dignitatis cujuseunque 

n n—m 

A"* momentum fuerit — aA "* . » | 

m 

^ 4. aybeq . a<& . feqFa'^b O': 

•1 xs a-b . fx = max f'oT' b . Dfx £q O- ^f^ =0 

[ Hp . §q» PlO-4 O. Dfx = lim[ (fy^fx^jiy—x) \y, a~b n (.r-Q), x] (1) 
Hp . ye a—bf^(x—ii) O. fy—fx^O 

* O. l/V-A'V .y-'ï') 5iO (2) 

(l).i2) O. D/b:5K) (3) 

Hp O. D/a- = lim[ ( fy—fx)l<[y—x) \y, a~b ^ { .r+Q i, a? ] (4) 

yBa-^bf>[x+Q,) O- [fy—fx'l[y—x)^0 (5) 

(4) . i5) O. D/jc^O (6) 

rd) . (6) .D. P ] 

•2 DfeqFà^b .3. /fe (qFa'^b)cont 

•3 'DfE(\Farb,fa = fb=0 Q. a rt-i^ ^ x^CD/'.r =0) 

[ Hp . P-2 O. /£ (qFa^ &)cont (1) 

Hp. (1) .§contPl-3 .3 3fmax/"*a^& . aMnin/**rt'-'6 (2) 

Hp . ^Qrf'a'-'b .3 nmxf'a'-^bBQ 

» » » . x£ a'^ô . /îr = max/'*a'^6 O- ^^ « ^ (3) 

» » » » » » » » . ^3) . P-1 O. Ths (4) 

Hp . 3 {—qy^fer^b O- Ths (5) 

Hp . -a Qnf'a'-^b . -3 (— Q>>ra'-'6 O. /*£ ^OFa'-'ô .3 Ths (6) 
■:;4) . (5) . (6) 3. P ] 
•4 D/^£ qFa*-^ 6 Q. (fb-fa)/(b^a) € Df a^b 
[ Hp . ^ = [ fx-fa—:x—a\fb—fa^l(b—a:)]\x 3. 
ga=gh=0 . D// =z \^f—(fb-.fa)j^b—a) . P-3 3. 
aa— 6.nx?[D/:jc-^/6— /•«)/(^6— a)=0] 3. Ths ] 

'5 D/; gf £ qFrr /> . Dgr e QFa"^ & Q. 

(n>-m/{9h-ga) e f (D/-.r)/(D/7.r) iLr ' «-& 
[ Hp . h=z [fx—fa — (jx—ya\fb—fa]j gb^ya)]\x 3- 
ha:=:hb=:0 . P-3 3.P ] 

'6 g,h,Df,Dg,DheqFcrb Q. 

a a~&^ j'3ÎDtrm[(D/*.r,D5rj;,D/iJ% (fa,gajia), (/b,gb,hb)] =0j 
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^ 5. 

'i a,bBq . rt-= 6 . f,g£ qFa^ b . fii = g a =0 . Dfa, Dga eq . 
D^a-=0 O. \im(f/g, a-h, a) = (D/-rt)/(Dflrrt)' 

[ Hp O- lim (fx I gx)\x = lim [ f.r—fa)j (jx—ga) \t 

=: lim ; [(f.r—f(i')l x—a i]![{gx—ga)lix—a)\ \x 
= {Dfii)j<\)ffa) ] 

'2 a,heq . a -:i=/; . f,gs qFrt" b . fa = ga =0 . D/, D^ £ qFa" 6 . 
O'Sg'arb . lim(D/"/D/7, «-ft, a) eq .3- 
lim(/7gF, a-b, a) =:s. l\m{Df/ Dg, a-b, a) 

l Hp . P3'5 . SCS a—b O. g a ' .r i^ y3[{fx)l(g.r) =: (Dfy)l(T>gy}] O- Th« ] 

'3 oeq . f^,Df,Dg s qF(rt4-Q) • lim(/; a+Q, ob ) = lim(g, o+Q, oo ) 
=0 . 0-e g'(a+q) . l\m(Dflv/Dga^\x, a+Q, qo ) eq O- 
Um(//fir, a+Q, oo ) = lim(Df/Dg. n+Q, oo ) 

-* aeq . f, Df£ qF(rt+Q) . lim(D/; a+Q, oo ) eq O- 
lim\{fx)/x \x, a+Q, oo ] = lim(D/, a+Q, oo ) 

•3 aeq . f,g,Df,Dg e qF(a+Q) . lim((7, a+Q,Qo ) =oo . 
lim(I>f/Dg, a+Q, oc) eq .3. 
lim(//flr, a+Q, 00 ) = Um(D//Df/, a+Q, 00 ) 

^ 6. HypP2.weN,.D"'M,D"'t'eqFA O. 
•1 D"'(w+r) = D'"M+D"'ti -2 D-aM = aD'"M 

'3 D"'(MXr) = 1[ Cmh(m,r){iy"-'ii)xÇD'v) |;-, 0-w ] 
î Leibniz MathS. t.5 p.380 j 

^ 7. a,6€q . a-=& . f,gs qFa^ b . «leN, . /a = Dfa = D'/a = 
... = D^/a =0 . D""^'/a eq . ga = Dga = B^ga = ... = D-^ra 

=0 . D^+Vaeq-tO .3 lim(/7<7, a-6, a) = (D"'^'/tt)/(D'"+Va) 
I Hp . P4-2-1 .D. Vimiflg, a—b, a) = Um(DflDg, a—b, a) 

= lim(Dy/DV, . ) = ... 
= lim(D"»/7I>>»p, » ) = Dm+i/a/Dm+i^a] 
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^ 8. a,beq , a^=h . fe qF a-b . xe a-b . mé^^ . D "/k- eq .3- 
lim[|/ïa?+/?)-v[/t7r!(D7r) j/-,0-(//i-l)]j/ft" |^, «-ft-jp, 0] = 

(DY^)//>^! 
[ ( }/î^x+/i)-2'[yi'' /r! D*- /x jr, 0-(m— 1)]! \h, h^Ji 1 | 

( f , .^ ) P7 O. P ] 

( Joh. Bernoulli a.l694 t.l p.l28: 
« habetur haec séries gvneralissima : 

zzdn , T^ddn z*dddn ^ 

Integr. ndz = + nz .-t-t- + . ^ ♦> j a nr^rT~T~^ ^^' * 

•^ ' 1.2.(/z ' 1.2/d.dz^ 1.2.6A.dz^ 

Taylor a.l715 p.21 : 

« Sint z et x quantitates diiae variabilas, quara ii z un iformiter 
augetur per data incrementa z , et sit ;i2 = w 

p.23 : . , . quo teinpore z unitbrniiuer fltieudo fît z-\-v , fîet x, 

MacLaurin a.l742 p.610: 
« Suppose that y is any quantity that can be expres-sed by a seriea 
of this form A + Bz + C-* + Dà;' + &c. where A, B, C represent invariable 
coefficients . . . When z wanislies, let E be the value of y- and let 

É, Ë, E, &c. be then the respective values of //, y, y^ &c. z being snp- 
posed to flow unifornily. Then 

y = E+ Ëî +l:û + ^^ + &c. 

z lx2z- 1X2X3 2* 

p.611 : This theorem was given by Dr. Taylor. 

p. 612 : which theorem is not materially différent froni Mr. Bernouilli's. » 
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^ 9. a,heq . nsN, . f, DY« qF(a+0h) Q- 

/la+/2)-2[(ft7r!D7a)|r,0-(n-l)] s hT/nlD^Tia+eh) 
[ Hp . A:=z |/ta+/i)-~2{Ar /r! Dr /a |r,0-(n— 1)]| /ftn . 
5r=r i/x— i[(x— a)*- /r!D*- /b [r,0"'(7i— 1)]— A:(a:— a)»» (jx O. 
^a =r T>ga =r D^a = ... = T>n-\ga =0 . flr(a+A) =0 O. 
3 (a4-<9A>^ M3(D« gu^(y) O- 
a (a+(9A)n w3[Dn fa—n \k] =0 0- 
ke Dn f'(a+0h)lnl ] 

j Lagrange a.l804 JP. c.l2 p.73; a.l813 TA. des Fonctions, 
anal, p.68 : 

« f(z+ac) = fe + xf (2+m) 

= fo + Xf'Z + ~r(2+M) 

etc. , 
où «* désigne une quantité inconnue, mais renfcnnt^e entre les limiter et x.» 

• Note, Dans l'édition Œuvres t.9 p.84, on a renfermé les variables entre ( ).\ 

* 10. 

•1 a,beq . a-c=6 . fs qFa-b . 7néN^ . .re (a~ft f l—»?)Sim . 

B'^fe qF a-b . ye a^b .3- 

/y-f7î/ s i7[(j/-aîj|r, 1-mJ DY'(^"&) A?! 
[ Hp . fc= ify-gy)in[(y-xr )\r,l-m] . a=:z)fz--gj-k [(z-Xr )lr,l-m]{|2 

O. tel =0 . /tx, =0 tetn=0 Ô. 

Num[a & n J3(^y =rO)] >m O- 

Num[a~ôn j3(D/wj=0)]5:w— 1 O 3. 

Num[a~6 n z3(Dm hz =0)] Çil O- 

a a~b n Z3(D»»A3' =0) O- a rt"~6 n z3(D'»/'z— 7?i!A: =0) O. Ths ] 

j H. A. ScHwARZ, Démonstration élémentaire d'une propriété 
fondamentale des fonctions interpolaires. A. Ac. Torino a. 1882 ( 
•5 a^beq . a-=& . /*, BYe qFa*^ 6 . A??,?^,^Q .3- 

/*I(ma+/i6)/(//i+n)] — (mfa+nfb)/(m+7i) s 

(b'-aymn(7n+nry2 ldY{a-b) 
•3 HypP-2 . DY £ QF a-6,. rs N^+l . Z8 (a-^b F l-r)cres . 

I La fonction g considérée dans la P-1 est la fonction entière de degré 
71— Ij qui pour les valeurs x,a:j...Xn coincide avec la /", sous la forme 
donnée par Lagrange (Œuvres t.7 p. 285); la même fonction a été donnée 
sons une autre forme par Newton a. 1686 t. 3 prop. XL lemma 5. 

Voir Genocclii, Differentialrtchnung a. 1899 p. 323, et mes ïjezioni^ a.l893 
§74-80. t 
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^ 11. e log D 

•1 xeQ O. D(log, Q,x) = /x 

[ D;log,Q,a5) = liml [log{x+h)—\ogx]|^ \h, Q-x, 0| 
= limj [\og{l-\-hjx)]lh » » » 
= /ac X lim) log(l+A/jc)f\ar/A) » » » » = /se ] 

'H ae Q-tl . iceQ 3, DCLogx Ix, Q, ôc) = "Log e /x 

'i xeq O- D(e'la-, q, x) = e* 

'21 ofiQ . xeq .3- D(rt"°lx', q, a;) = a'ioga 

qn D 

-^ 21. ke Cls'q . /£ qjk . arc i« dA; Q. PIM M 1 -2 '3 Df 

^ 22. A-e Cls'q . dk=k . u,v,Bu^v e qj'k . aeq .3. 
- 1 D(w+r) = Bu + D» '2 D aw = àDu 

■^ 23. 0-e m'A .3- D mod m = l{u^xDu^ \h, 1-n) /mod « 

^ 24. a,6eq.a-=6./;D/'eqJa'^6 .3. 
M (fh-fa)/{b-a) e MedD/''(a-6) 

« 25. 

a,&eq . a-=& . /fe q„Fa-& . xe arb . weN, . D"*fx eq .^ P8 

^ 26-1 /•Êq„f(q„fq)cont.aeq„.6Êq.3. 

a{c,5')3[ce &+Q . gs q„f (6 *^ c) . ^6 =:a : te 6 "^ c .3 • r>(f?> ^ c> ^) 

Voir la démonstration symbolique de cette P, et d'autres semblables, dans 
mon Mémoire « Démonstration de l'intégrabilité des équations différentielles 
ordinaires», MA. a.l890 t.27 p. 182. 

Subst D 
^ 31. (SubstqJqJP21 

^ 32. ke Cls'q . ôk=k . u,v,DUyDve (Subst qJFA: . aeq .3. 
M--2 = P22-1--2 -3 Biuv) = ùDv+(Du)v 

^ 33. as Subst q, . xeq .3. DCe^^'te, q, a;) = ae"*" 
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q' D 

« 41-43 (q'|q)Pl-3 

mu 44. xe q' .3 D(e''ia-, q', x) = e" 

^ 45. sin cos D 

.req ,3> M D(sin, q, x) = cos .-r "2 D(co8, q, a) = — sin ;r; 

•3 D(tng, q - n,V2, a;) = /(cos af = 1 +(tng xf 

•4 a?e (-l)-l .3 D(sin-', -1-1, a;) = /^l-a.^) 

•S » » D(cos"', . =— /g(l— .r') 

•6 ajeq .3 D(tng-', q, x) = /(1+*-') 

pnt D « 50. (pnt | qJP21 

vct D ^ 51-55. (vct i q„.)P21-25 
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§101 / S S' S, 

+ Ni — X < - 2 1' 1^ q Med cres 
^ 1. afisq . a<ft . fe qf a^6 . V f'a^b, XJ'oTh eq Q. 
'0 S(/, a'^b) = i q^ J/3Î neN^ . ice (a"^ b f 0— w)cres . a7o=a . 07^=6 . 

>,x. ys l[{a!.^-œ:) Med A^r ^.^i) 1^% O-(n-l)] j Df 

M ///-c» da? = S(/; a^ &) . /.Ya? dx = -/.Va? do? . j/fxdx =0 Df 
'2 S'(/', a"^ b) = 1^ .v3 a (n;a?)3{ neN^ . a:£(a'^ b f 0-n)cres . a?o=a . 

œ^=b . y= li (0?,.^,-^,) r r(a; -o;,^,) |r, 0-(n~l) 1{ Df 
•3 S,(/;a-6j = r 



Df 



iVbfe. 



Pl'O ce Soient a, 6 des quantités, a<6, et /"une fonction réelle définie 
-dans toute Tintei-v^alle de a à &, et limitée supérieurment et inférieurement. 
Nous indiquons par S(/', a^6), qu'on lira « l'intégrale de /, étendue à Tin- 
tervalle de a à & » , la quantité y telle que, quelle que soit la division de Tin- 
tervalle de a à 6, formée par une suite croissante a?o 2Ci ... Xn , où Xq et scn 
ont respectivement les valeurs a et 6, la quantité y soit toujours une de« 
valeurs de la somme des produits de l'ampleur des intervalles partielles, 
par des valeurs moyennes de la fonction dans ces intervalles » . 

L'intégrale a été d'abord considérée comme la somme des infinis valeurs 
-de la fonction par Cavalieri (voir P5-1) et MercAtor (voir §logP-3). 

Leibniz (Acta cruditorum a.l686) Ta indiqué par jy ^x\ la lettre /, ini- 
tiale de « somme » a été dans la suite déformée et agrandie. 

Fourier a ajouté les limites à l'intégrale (a.l812). La notation S(/*,a'^6), 
<lont nous ferons usage en général, a l'avantage de s'appliquer dans les 
cas où r intégrale n'est pas étendue à une intervalle, mais bien à une 
classe quelconque (PlO-4, P20-2). Voir J". 

SX/, a ^6), qu'on lira «l'intégrale par excès», s'obtient en multipliant 
l'ampleur des intervalles par la limite supérieure de^ valeurs de la fonc- 
tion dans les mêmes intervalles, et en prenant la limite inférieure de ces 
sommes. 

En échangeant les limites supérieures avec les inférieures, on obtient la 
définition de S^(/', a^ 6), qu'on nomme «intégrale par défaut». 

Darboux (Voir P2-31) a considéré ces intégrales comme limites (lim) des 
sommes contenues dans le P*2'3; sur le remplacement de l'idée de lim par 
celle de limite supérieure (1'), voir mes additions à Genocchi, Diif. R. 
«.1899 p.366. , 
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« 2. HypPl .3 

M S'(f,arb),SIJ',arb)sq 

•2 {b-a)lTar b ^ S'{f, oT b) ^ S,(/; oT b) ^ {b-àjlfaT b 

[ n«Nj . xe (rf^6 f 0-"n)cre8 . a;o=« • ît:»=6 . rs 0""(n— 1) . §qP43"8 O- 
Vf\a>^b)^vr{xr '-•£Cr+i)^l,Ao"&) (1) 

weN, . xe {a'~'b f 0-"n)cres . Xg=a . x»=r& . (1) O- 
<6-a)l/\a'-'6; ^ 2^(av+i-x, )l'/"(aîr '-«r+i) |r, 0-(«-l)] 5; (6~a)l/'a«& 

(2) 
(2) . §qP43-12 O. 

S'if, a" 6) «q . {h—a)Vpcr b ^ S'(A a*^ &) 5! (&-a)l,/"'a" & (3) 

(S, 1 S') P(3) .D- 

S, » » » » » S, » » » » (4) 

TO,n«Ni . a2« (a'^ô f 0*"»»)cre8 . a;o=a . a!^=& . ye {e^b f 0-"n)cres . 
yo=a . y» =b . 05' 0— m 3 y' 0"-n 3^ 
2I(Xr+l-Xr )lT'(îCr '"' Xr+l) jr, 0- wi-1] ^ ^(y.+i-y, )l'/"'(y. " y»+i |«, 0- n-1] 
.^>1, »>>>â » 1, >»»(5) 

■»n,n*Ni . «s (a*^i f 0'"m)cres . Xo=:a . QCm=:b . yt (ci~'b{0""n) , yo=a . 
yn =6 . p= Num[x'(0* * -m) w y'(0* • -n)] . z= j [(x' 0— m w y'O- • •n)f(0" • •j))]cre8 
. (5) O. ^[(xr+i-xr )ir'(a5r -Xr+OIr, O-(ni-l)] 5: 
2[{z » s » e»z**»p» ^ 

■^(y * y * y » y » » » )] fc) 

(3) . (4) . (6) O- P-1 • P-2 

•3 S(f, cT b) eq .=. S'(f, oT b) = SJf, oT b) 

-31 .3 = S{f, oTb) 

j Daeboux a,1875 p.71 j 
-i ce a-b .3 S'if, oT b) = H'if, oT c)+S'(/; <r b) 
•4i S. S, S, 

•42 3: ^{f,arb)e(i .=. S(/; a^ c), S(/; c" 6) eq 

•43 &[f,arb)e<i O- S(/;a"6) = S(/;a^c')+S(/;<r6) 

•5 SV, a^ &) = (6-a) S'î/^a+(&-a)(] |<, 0j -51 (S, | S')P-2 

« 3. /;^e qt0 . . 1'/^©, l/'0, ]!g'e, Ijg'S eq 3. 

•0 S(^,0)eq 3 S(/;0)eMed/"'0 

M S'(/-+<7,©)^S'(/;<9)+S'(^,0) a (S„^|(S',^)P.l 

•12 S(/;0),S(5r,0)eq 3. S(/-+i?, 0) = S(/; ©)+%,©) 

•2 S'(-/;0) = -S//,0) -21 (SJS')P-2 

•22 s(/;0) eq 3. s(-/; 0) = -s(/;0) 

•3 meQ 3 S'("*/>6>) = /?(S'(/;6>) •Si -3 

•32 S{/;0)eq.meq 3 S(m/;0) = mS(/;0) 
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•4 xee .3r. fx>gx Q. ^'{f,9) ^ ^'{g,G) -41 -4 

(rr6>)xs'(^,(9) ^ s'(/yflr, ©) ^ s (/x^r, ©) ^ {\r0)xHg,e) 

M> ^£(qffi))cres .3 

a 0^ ^.^3[ SVXf7, 0) = (rya)S'(/; ©c)+(^&>S'(/; l~-©c) ] 

•61 (S^ I S'}P-6 

« 4. 

M /fe(qf0)cres„ .3 S(/;0)£q 
'2 decr^ .3 

« 5. 

M msN, 3. S(ir*'*|a:r, ©) =/(/>i+l) 

! B. CaVALIERI, a. 1639 p.524: « se in un parallelogrammo, de- 
scritto ii diametro, intcnderemo tirate parallèle ad un lato di esso quante 
se ne possono tirare, indefinitaniente di qua e di là prolungatei la parte 
di esse che resta nel parallelogrammo, eioè ( per parlare nella lingua usata 
in essa geometria) tutte le linee dcl parallelogrammo saranno doppie di 
tutte le linee comprese in uno dei fatti triangoli. Tutti i quadrati del pa> 
rallelogrammo saranno tripli di tutti i quadrati dello stesso triangolo. Tutti 
1 cubi saranno quadrupli di tutti i cubi. Tutti i biquadrati saranno quin- 
tupli di tutti i biquadrati (intendo sempre quelli del parallelogrammo di 
quelli del detto triangolo). Donde argomento probabilmente che tutti li 
quadricubi saranno sestupli di tutti i quadricupli. Tutti i cubicubi saranno 
settupli di tutti i cubicubi, e cosl in infinito ôecondo i numeri continua- 
mente susseguenti. » | < 

•2 m,neS^ 3- S(a?w/'*la?, Q) = m/(m4-n) 

t Fermât t.l p. 195 ; publié par Mersenne a. 1644 j <j 

•3 m, neQ^ 3. S[a;"(l— a?)** \x, S] = S[a?**(l— a?)** |aJ, S] 

•31 » . n>l 3. = w/(m+n+l)S[a?"*(l-a?)**~* \x, ©J 

•32 msQ, . neNo 3. = n!//7[m+(l-n)J 

'33 m, n £ No 3* = ^^^' n!/(m+n+l)! 
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^ 10. lira S 

•I asq . fe qf(a+(^) Q. 

«(/, a+Qo) = /„" A'dJî = lim[S(/; a" &)|6, a+Q, oo] Df 

•2 ôfiq./feqnô-Qo) O- 

S(r, 6-Q„) = / A^dc = limlS{/; a^ &)|a, 6-Q, -ac ) Df 

—X 

•3 /£ qfq .3 S{f,q) = / /x dx = lim[S(/; a+Q<,)|a, q, -x ] Df 

—00 

•4 «£ Cls'q . /£ q fM .3- ^ify'^f) = 

rij [ ï (qfq) o 5f3( j:-ew .3. gx = fx : a-£ q-ff Q^. </d7 =0)],q; Df 
•8 /£ (QfQ«)decr Q: v(/;n,) eQ .=. S(/;QJ £Q 

{ MacLaurin a.l742 p.289 j 
•6 a,?>£q . a<}) . ue qf (a"^ b) . l'mod u'ia!" b) =x : ce a" h .3^. 

l'mod*<'(rr6)€Q Q S(«,a"i>) = liml^l^jC-^i^) |c, a-ft,«] Df 
•7 

r mod «'(«'"' c) £Q (C^c ?>] — 

•8 c,dea-b ."^.d- 

l'mod H'(fr d) eQ, q. Ths P-o 

* 11. :s S 

M /£ qf(0fN„) . V jl' mod[/(.r,r) [x' O] \r, N„! fQ : 

rsN,0,.S\/[cc,r)\x,e]eq: 3 

S! v[/^.T,r) |r, No] \x, G\ = v jS[/i;£P,,') !«;, 0] |/', N»} ÎComm(S,v)j 
•2 S(x"|a;, 0) = l-2-'+3-'-... 

j Joh. Bernoulli, a.l694 t.l p.l85 j 
•3 nfiq 3. S( 03-» \x,e) = l[ n\r+l)-i^*^)\r, N^ ] 

j EULER, a.l768 t.l p.l44 : « Quœ ob conciimitatem tenninorum 
omnino est notata digna. > | 

^12. e S 

M S(e-'|a?, Q) = 1 -11 a£Q 3 S(e-"'|a!, Q) = /a 

•2 nfiQ .3. S(e-*a;"|a;, Q) = nS(e-"a;"-'|a;, Q) 

•21 «£N„ 3. S{e"x"\x, Q) = ni 

•3 «£No . xsQo 3 S(e"'^"|cr, iC+Qo) = ni v;(a-yy! |r, O->0 

•4 w£No . a-fiQo 3- 

are'hXe-yj j^, a-+Q) - vi(-l)>!x-- |r, C"\h-1)] £ ^(-1)"??! .. 
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S 



« 13. 



cont S 



•1 /Js (qfq)cont .3 S{f, 9) eq 

•2 te Cls'q .aeôk.feiq, f(ki 0)lcont .3 

Umi S[f(x,y)\y, 9], \x, k, a\ = S[r(a,y)\y, S] 
•3 fe [qfl(0i6>)lcont Q. S\S[r(cc,y) \x, S] \y, 9\ = 

S\S[f(x,y)\y,9]\x,9\ 
Sur l'inversion des intégrations voir 0. Stolz, Grundzûge der Differential- 
und Intégral rechnung, t.3 a.l899. 



'é 



* 2a q^ S 

•0 nsN, .3 0, = eF{l-n) Df 

•1 w,n£N, . fe q^Fq^ . Y mod q^nxaifx-cz^) eQ, .3 
Sf=iq^r>z3\h€qr)h. zeh''l{kedr[h{p+ej]\p,nFl'"n]\ Df 
•2 ^(f Cls'q^ . l'modi^ eQ . fe q^fu .3 

S(/;?/) = S 7 (q^Fq>flr3(a;£w .3. gx = fx: xeq^-u .3. f7^==0) 

Df 

Soient m et n des nombres entiers, et / un nombre complexe d'ordre 
m fonction d'un nombre complexe d'ordre n; c'est-à-dire considérons l'en- 
semble de m fonctions de ?i variables. Supposons encore que pour des va- 
leurs suffisamment grandes des variables, la fonction soit constamment 
nulle. Alors pour avoir l'intégrale de f, indiquée par S/, fixons une quan- 
tité positive h, arbitrairement petite, et divisons l'espace à n dimensions 
en cubes de coté h. Un sommet d'un cube aura pour coordonnées une 
suite p de nombres entiers multipliés par h. L'ensemble des points de ce 
cube sera représenté par {fn-\-Sn)h, où Sn indique le complexe d'ordre n 
dont toutes les coordonnées sont des 6. Formons la somme des valeurs 
moyennes (Med) de la fonction dans tous les cubes, et multiplions-la par 
A*» , volume du cube. S'il y a une et une seule valeur z appartenant à toutes 
ces sommes, z sera dite l'intégrale cherchée. 

P-2. Soit u une classe de qn , limitée; et soit /"une fonction définie 
dans cette classe. Par S(/',w), intégrale de f étendue à l'ensemble u, on 
indique l'intégrale de la fonction g définie pour toutes les valeurs des va- 
riables, qui dans l'ensemble u coïncide avec /*, et au dehors de u est nulle. 

^21. i S 

.1 f>œ n-fO .3. Sle»'*^^ \x, ^ 2;^] =0 

•2 aeq' . reala>0 Q. SCe^^^^l^r, Q) = /a 



1 
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•1 S[ /(l+af) \x, q] = 2S[ , QJ = 4S[ , e]z=n 

•2 S[ /{l+x+x^ \x, QJ = S[ /(l-flj+aj») \x,e] = 

2S[ , 6] = 2;rX3-3/2 

'•21 aeQ O- S[/(a'+a;') \x, q]=n/a 

•22 2>,çeq . q~pyé>0 Q. S[/(a3»4-pa;+g) |a;, q = n/^q-pVé) 
•3 S[ /(1+a;») \x, Q] = S[a;/(l+a^ |aî, Q] = 2V(3v|3) 
*4 S[ /(1+.T*) loî, q] = S[ a3»/(l+aj*) |a;, q] = ;rv|2 /2 
-41 a,6eQ Q. Sj /[(a*+x^{b*+a^] \x, qj = V[«&(a+&)] 

•42 Sîa;y[a»+a?^(6»+£c')] |aj, qj = n/(a+b) 

•43 o,6,ceQ .3 S[/{a-\-ba^+cx') \x, q] = S[aj»/(aa;*+6a^+c) te, q] 
= n/^lab+2a4ac)] 
j Plaj!ïa Mém. Turin a.l820 } 

-S S[ /{l+af) \x, Ql = 2S[ic'/(l+aî») |a?, Q] = S[ic*/(H-aj') |a;, Ql 
= jr/3 
} -â-'S EuLER Cale. Int. a.l768 t.l §353 t.4 s.4 §105 } 

^ 23-1 Sie-x^ \x, q) = S[M^logœ) \x, 0] = ^ 

I EuLER Ac. Petrop. 1. 16 p.Ul } 
^2 aeQ .33. S(e— a««|a?, q) z= \|(.T/a) 

-îjt 24. sin cos S 

•1 m^nen . m^=:n .^. S[(sinr/?x ^mnoc) \x, Qn] = 

ïi[(^imix ço^nx) \Xj Oji] = Sl(cosmx cosnx) \x, 07i] =0 
•2 i>?,n£Qo O- S[iZî'"(l-j?)^ |ir, G] = 

•3 SKsîiuc)'^ \x, eji/2] = Ji/i 

'A neN, O. S[(siii^r 1^> ©V-l = ^[(1-/2/1 [r, l'"n]Xn/2 

•5 a,&£Q O- SjKasimf +(6cos,ï;f ] \x, eji/2\ = yi/(2ab) 

•6 asQ . beq . a*>&' .^. S[/(a+& cosj?) |ir, ©ti] = Tz/^a^—b^ 

•7 aeQ . &,r£q . a^b^+c^ .^. S[/(a+& cosa;+c Ksina;) |^, 02ji] = 

2Vv|(^-&'-^ 
•8 zeeTi .3 S[/(l--2ircosj+.'r') [x, G] = V(2sîns') 

} EuLER Cale. int. t.4 s.o p.46 i 
-9 a£9 .3 S[jc''"y(l-x) \x, Q] = 7r/(sin M 
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« 25. 

•1 S| (sin x)/x |a-, Q j = S| (sina; /af la-, Q{ = jr/2 
•2 Sjcosaj/^r \x, Qj = Sjsiiwe/^r \x, Q,| = 2S[sm(a^ \x, Q| 
= 2S[cos(;r«) |;r, Q] = vKV^) - 

•3 S!iC8i]w/[l+(C0SJf)*l |d?, 0:^1 = ^V4 

•4 oeQ . 6£q .3 S(e~""cos hx\x,%=. a/(a*-^}f) 
. >s(e-"-'sin «uc \x, Q) = &/(a»+&^ 
•8 Sflogshi, 0^/2) = — (wlog2)/2 
•6 a,bEQ, . /i(rt,?)) = S!g|(r«iosir)'+(feiiLîc)'] \x, 2jiS\ Q. 
£S[a,6) = 27r«[l-vri7J[l-/(^'")l*k, l'""! a-V/ay/(2)i-l) |«,NJI 

= «(«+«») :i[ Cmb{/2, /») [(«-?>)/(«+&)]" i", N„ f 
•6< HpP-6 . «-=6 .3 I-:{n,b) > --r(rt+b) . 
K{(i,b) < 7i(a+i<)+7f(^Ja->Jft)/2 
Sur I08 formule» d'approximation pour la rectification de l'ellipse voir 
CR. a.l889 p.360. 

•7 a,b,c,deQ, . 2c = n+b . (P^ab .3- 

Sli'[(rtcosa:)«+(6siiu-)'j \x, 0n/2\ = H\}[(C(iosx)*+(dsmx)'] \x, en/21 

^ 26. aeqO- 

'i sgna = 2/n Sj(8in ax)/x \x, Qj Df ? <- 

•2 moda = 2/n Sî(sin aa;)*/^^ |a;, Qj Df ? -- 

4^ 30. D S 

•1 a,6eq . a<6 . /"eqF a "^ 6 . D/" £ (qF a" 6)cont .3 

S(Df, a'-'b) = fb-fa 
•11 a,6eq . a<p . /e qFa'^ô . Dfe QFa'"* 6 . gs qF(/'a^ /T>) .3. 

S(flr, /a^ /•&) = SlgfxXDfx \x, ft^ &) 
•2 «,;ieq . »i£Ni . /; DYe qF(a4-0/i) .3. 
f{a+h) = i[hyr\ Wfa \r, 0-(«-l)] + 
hr/{n-l)\ S[(l-0"~'D"/(a+^/i) \t,e\ \ Lagrange t.9 p.73 t 
•3 S(r,6>)-/(/2) £ (Dr^)/24 
•4 S{/;e)-(/0 + n)/2£-(Dr«)/12 
•5 S(/; e) - [fO + 4/V2) + AI/6 £ -(Dr0)/(4! 5!) 

Voir: Bierens do Haan» Nouv. Tiibles (V intégrales définies, Leide a.l8G7. 
Ces tables contiennent, en 750 pages in Gr. 4°, 8339 formules. Elles sont 
très précieuses, bien que en général manquent les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les constantes dans les intégrales. On remarquera que les 
notations adoptées dans les Formulaire permettent de renfermer le même 
nombre de formules complètes dans des dimensions environ 8 fois plus petites^ 
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§102 rectaTang planOscul Arc 

^ 1. pe pntFq . teq .3 

•1 rectaTang(î),f) = lim| recta[p?, p{t+h)] \h, q, j Df 

•2 Dpte vct-iO .3 rectaTang(p,0 = rectRiptj Dpf) 
•3 neN^ . T)pt=B*pt=... = D''pt=0 . D^'^'pte ycIhO .3 
rectaTang(2?,0 = recta(p^, D'^'^'^^O 

^ 2. HypPl .3 

•i planOscul(p,0 = ^^^] plaii[rectaTang(p,/), p(t+h)]\h, q, 0( Df 
•2 Bpt s vct -iO . DV^^ £ vct - q Dpt 3- 

planOscul(2J,0 = plan(p/, Dp^, D'pO 

^ 3. a,teq . a<& . pe pnt F a^ 6 3- 

•1 Arc(p, oT" b) = r X3\'3L {njt)3[ neS^ . te (a^ h f 0-n)cres . ifo==^ 

. t^=b .or=s[ mod(p t,^, - p Q\r, O-(n-l) 1 ] { Df 

•2 Dpe (vct F a*^ &)cont .3 Arc(p, a^ &) = S(mod Dp, a!^ h) 

Nous donnons iei les définitions do 
rectaTang(^,/) = droite tangente à la ligne décrite par /?, dans le point 
de paramètre /, 

planOscul (;?,0 = plan osculateur id. id., 
et J^Tç{p, a^ b) = la longueur de Tare décrit par p, pour les valeurs de a à 
b de la variable, 
-et les théorèmes pour les trouver. 
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TABLE DES SIGNES. 



Cette table contient tous les symboles et toutes les abréviations qu*on 
rencontre dans cette publication, ordonnés selon la forme typographique^ 
Les signes sont, en général, suivis du mot du langage ordinaire, qui a la- 
même valeur, ou une valeur approchée, et par lequel on peut lire le signe. 

Signes de forme spéciale, 

• ( ) ( ] I 1 € Points et parenthèses », §1 Pl-2. 
, §1 Pl-62. Quelque fois elle a la valeur du ; 

; indique le couple ou système de variables, §lPl-7. 

\ indique des ensembles de couples, §8. 

3 « est contenu », entre deux classes, §1 PI -8. 

« on déduit », entre deux propositions, §1 PI '81. 
=r « est égal», §2. 

n « et » . Signe de la multiplication logique; on le place entre deux clas- 
ses, §1 Pl'6, ou entre deux propositions, §1 Pl-61. 
^ « ou ». Signe de l'addition logique; on le trouve toujours entre deux 
classes, ou deux propositions, §3. 
« non ». Il précède une proposition, ou un signe de relation e, := ^ 
ou une classe, §4. 
I « inverse », ou « à la place de », §10. 

* ' « fonction des individus d'une classe», §13. 

12 3 8 9 X « chiffres », La dernière signifie c dix », §20 §21. 

+ « plus » . Si ofNo, a+ signifie « le successif de a » , §20 Pl'3. 
a+6 indique la somme de a et de h. On a défini la somme de deux N^^ 
P41-2; ou n, §n P20; ou R, §R P120; ou r, §r P2-2; ou Q, §Q P4-0; 
ou Q} §<1 P2'0. On a aussi défini la somme d'un nombre et d'une classe 
de nombres, et de deux classes de nombres, §+ P5; de deux fonc- 
tions, §2* PI '4; de deux nombres complexes, §qnPl*l; et, en consé- 
quence des Subst, des q'; d'un point et d'un vecteur, §vct P3'2; et 
de deux vecteurs, §vct P3'3;de plusieurs points avec des coefficients, 
§pnt P7. 

— € moins », §23 P10,21 §n P30, §R P22-0, §r P2-3, §Q P60, §q P3-0,. 
§qn Pl-3, §pnt P2-0, P3-4. 

± §q P15-0. 

X « multiplié par » , §25 PIO P2 P40, §R P3-0, §r P2-6, §2" P31, §Q P7-0 
§q P40, §qnPl'4 (où est défini le produit d'un q par un q»), §vct 
P5*0 P6-4 (où est défini le produit d'un r par un vct), P8 (produit de 
deux vecteurs), P12-1. 
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/ « divisé par » ou « le réciproque de » , §26 Pl'O, §R P5'0, §r P2'7, §Q 

P90, §Sub8t P5-2-5. 
|N « élevé à » §29 Pl-0 P40 Pli P21-0-8, §Q PllO P15-0 P16-0 P170 P20-0. 
vl « racine » , §Q P17 
^J** « racine générale » , §q' P4. 
a"*6« les entiers de a à 6», §31. 
... « etc. », §2:P1-11, §flrPl-ll, §lim PlO-0 P200. 
> < 5^ ^ §30 Pl-0 P20P3-0 P60 P9-0, §1' P2-3--5, §1, P-4-5, §QP21-0, 

§qP200. 
! « factorielle », §35. 

00 « infini » , §62 P5. ^ 
^ ~« intervalle», §81. 
/ voir S. 

Lettres grecques, 

fi « la partie fractionnaire de », §67. 

ô « ensemble dérivé », §71. 

£ « est un », §1 Pl-4. 

s « qui », §lPl-5. 

1^ « fraction propre », §60. 

6 0* intervalle de à 1, sans ou avec les extrêmes » , §Q P27. 

t « égal », §6. . 

1 t le », §7. 

i « limites de », §71 PIO, §qn P3, §pnt PlO-15. 

A « limites généralisées », §71 P3, §q« Pli. 

§87. 
77 « produit », §34. Voir 2. 

2 « somme ». 
Définition de 2{f, l"-w), où f est une fonction, et m un Nq, §33 Pl-0; 

de 2(f,u), où u est une classe d'un nombre fini d'individus, Pl-5; 
ou, si les valeurs non nulles de la fonction sont en nombre fini, Pl*6; 
si la classe u coïncide avec la N^, §lim PlO-0 ; 
ou, si la classe u est numérable, PlO-l. 

Définition de Zfc, où k est une classe de nombres, §2" Pl-7, §Q P33^ 
§lim PlO-3. 
* §52. 

Ijettres latines, 

a. « an », dans les citations. 
Arc §102 

Assoc est le nom de quelques P qui expriment qu'une opération est asso- 
ciative, §=P3-43n. 
B « nombre de Bernoulli », §90. 

C ou Cmb «combinaison » , §46 PIO P41. ^ 

C « constante d'Euler », §78. ^\ 
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Cfr. « Confrontez ». 

Chf «chiffre des unités », §75. 

Cls «Classe», §1 PI -3. 

Cmp « composer » , règle de logique, §1 P2-4. 

empli «composante parallèle», §91 P33. ' 

cmp_L « composante normale » , §91 P33.' 

Comm est le nom de quelques P qui expriment la commutativité d'une 
opération, §= P3-42n, ou de deux opérations entre elles, §- P3-5. 

conj «conjugué de», §q' P3-2. 

Cont. « continuation de la série des formules ». 

cont « fonction continue » , §82. 

cos, cos-i « cosinus » , « anticosinus » . Voir sin. 

cres, cres,) « fonction croissante » , §72. 

D « dérivée » , §100. 

Dcmp « décomposer » règle do raisonnement, §1 P2-21-22. 

decr, decr,) « fonction décroissante » , §72. 

Dem« démonstration ». Les démonstrations sont, en général, renfermées 
entre [ ]. 

Df «définition», §2 PI. 

Df? «définition possible», §2 PI. 

Distrib est le nom de quelques P qui expriment la distrîbutivité d'une opé- 
ration par rapport à une autre. §= P3*2;i. 

dt « dénominateur de » , §53. 

Dtrm « déterminant de » , §84. 

Dvr ou D, «le plus grand commun diviseur», §44 Pl-0 P2'0. 

e, §76. 

E «entier de», §66. 

a «existent», §5. 

Elim« éliminer», règle de logique, §3 P3. 

Export « exporter », règle de logique, §1 P3'l. 

f , j « fonction », §9. 

F «fonction, considérée avec l'ensemble des valeurs de la variable », §14. 

Homot « homothétie » , §91 P44. 

Hyp ou Hp, « Hypothèse » . 

Import « importer » , règle de logique, §1 P3-2. 

Induct « loi d'induction » , §+ P2-5. 

i «unité imaginaire», §^6. 

idem « identité », §12. 

îmag «coefficient de l'unité imaginaire», §q' P3-2. 

infn « un infini » , §Num. 

r « limite supérieure de», §62 Pl-0 P2-0, §Q P3-1, §q P43-0. 

,1 «segment qui a pour limite supérieure», §Q P2'0. 

1, «limite inférieure de», Voir 1'. 

lin « fonction linéaire », §85. 

Lm « limites d'une fonction», §73 Pl-0, §q« P21, §pnt P14. 
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lim « la limite >» , §74 PIO, §qn P23, §piit P14-16. 

Log «logarithme», §65. 

log « logarithme dans la base e » , §77. 

log* « logarithme général » , §jr P4'0. 

max « le maximum des » , §42, §Q P43, §q P42. 

Med «moyen», §70. 

min «le minimum des». Voir max. 

mit ou m, « le plus petit multiple commun » , §45 Pl-0 P2-0. 

mod «le module de», §40 PIO, 20, §1 P40, §q« P3, §Subst P3, §vctP9. 

mp «la plus grande puissance», §51. 

No «nombre», §-f Pl'2. 

Nj . «nombre positif», §22. 

n «nombre entier», §24. 

Num « le nombre des » , §32. 

Np «nombre premier», §50. 

nt «le numérateur de», §53. 

P « proposition » . 

Pp «proposition primitive». 

p. «page». 

perm « permutation » , §83. 

plan, §vct P70. 

plan, Oscul §102. 

pnt «point», §91. 

Q «quantité positive», §64. 

Qo «quantité positive ou nulle», §Q Pl-01. 

q «quantité», §65. 

qn «nombre complexe d'ordre ?i», §80. 

q' «nombre imaginaire» §86. 

quatemio, §vct P61. 

quot « le quotient de » , §43. 

R «nombre rationnel positif», §27. 

Ro «nombre rationnel positif ou nul », §r PI '2. 

r «nombre rationnel», §28. 

rcp « réciproque », §11. 

real «partie réelle (realis) d'un q'», §q' P3-2. 

recta« droite », §vct P70. 

rectaTang, §102. 

rest « le rest de » , §43. 

Rotor, Rotat, §vct P60. 

S « intégrale «, §101 PIO. 

S' «intégrale par excès», §101 Pl-2. 

S, «intégrale par défaut», §101 Pl-3. 

Sb Voir Subst. 

Sgm «segment de nombres rationnels», §61. 

sgn «le signe de», §41, §q P41, §perm. 
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gin «sinus» d*un nombre réel, §88P1'0; de Tangle de deux vecteurs^ 
§91 Pd4, de Tangle dièdre déterminé par trois vecteurs P35. 
^^ sin-i «antisinus», §89. 

^'X Sim « semblable », §11. 

^ > Subst« Substitution » ou « transformation linéaire » , §85. 

Syll «syllogisme», règle de raisonnement, §1 P2-5. 
^ ; . Sym « symétrique de » §91 P42 P43. 

•;, t. «tome». 

^z/ Ths «thèse». 

1^ tng, tng-i, §88 P5, §89 P3. 

%: Transi «translation», §91 P41. 

^^y Transp « transporter » , règle de logique, §- P'6. 

^' U «vecteur unitaire de», §91 P31. 

^. unit « unité complexe » §qn P2. 

' ..- Variab « variabilité d'une fonction » , §14. 

> vct « vecteur » , §91 . 
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Plusieurs noms qu'on rencontre dans les sciences mathématiques, et 
relatifs aux sujets traités dans le F, n'ont pas de symbole correspondant; 
on les exprime par des combinaisons de symboles, ou l'on change la forme 
des propositions. Dans la table suivante le signe == indique une correspon- 
dance plus ou moins approchée. 



Abscisse (voir coordonnée). 
Accélération d'un point mobile p 

Addition §+. 
Angle §vct P34, P70. 
Antécédent d'une proportion (voir). 
Arithmétique (moyenne) (voir). 

» ( valeur) voir ^J*,log* 

Argument de a = imag loga. 
Arrangements [nkn des m objets 

1— wi]= (l-mFl-w)Sim. 
Bary centre §vct P7. 
Base (d'une puissance) §|^. 

» (des logarithmes) §Log. 
Binôme §+. 

» (série du) §lim P90. 
Carré ^ ["^2; carrée (racine) = >J. 
Changement de variable §S P3011 
Coefficient §X. 

» du binôme §Cmb. 

Composantes §vct P3-3. 
Condensé (ensemble) %k. 
Condition (a est cond. nécessaire 

de h) .=. ôDa. 

(a est cond. suffisante de h) = 

(aDô) 
Cône §vct P70. 

Conséquent d'une proportion (voir) 
Constante d'Euler %C. 
Congruence: (a est congrue à 5, 
relativement à un module m) 

Convergente (série). 
Coordonnées §vct P12. 
Corollaire (voir P). 
Cube = 1^3; cubique (racine) =\|. 
Cylindre §vct P70. 
Dénominateur §/, §dt. 



Différence §— . 

Différentielle §D. 

Disposition (voir arrangement). 

Distance (de deux points a et 6} 

= mod(& — a). 
Division, dividende, diviseur §/. 

» du cercle §i P3. 
Divisible par a := aXN^. 
Ellipse (arc) §S P25-6. 
Ensemble := Cls. 
Entier (nombre) = No, ou N^, ou n. 

» (partie) := E. 
Espace = pnt. 

» h n dimensions := qn. 
Equations §=, §r PIO, §q P15.... 
» différentielles §D P26. 

Exposant §|^. 

Exponentielle (fonction) §e. 
Facteur §X. 
Fermé (ensemble) §A. 
Fonctions trigonométriques 

= sin, cos, tng.... 
Formule de quadrature §S P30. 

de Taylor §D P8. 
Fraction §R. 

(décimale) %S P16, §Chf. 
Impair (nombre) = 2No+l, ou =r 

2n+l. 
Indicateur (suivant Cauchy) = O. 
Indice d'un radical (voir). 
Intégrale multiple §S P20. 
Interpolation (formule d') §D PIO. 
Inverse := /. 

Irrationnel (nombre) = Q, ou q... 
Isolé (ensemble) §A. 
Ligne droite = recta. 
Limite = A, ou d, ou Lim, ou lîm^ 

ou 1',.... 
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Mantisse §/î. 

Matrice (d'une substitution) §Sbst. 

Membre d'une éjçalité § =. 

Module ^ mod. d'une congruence 
(voir), d'un résidu (voir). 

Moyenne arithmétique entre « et 6 
= ^a+6)/2. 

» géométrique ou propor- 

tionelle =: y^ab) 

» harmon ique =^ 2abl{a +&) 

» arithmo-géométrique = 

jr/S|[(aco8ac)*+(^sina;)'] [x, 6ji]i 

§S P25-8. 

Multiple de a = aXNj, ou = aXn. 

Multiplication, multiplicande, mul- 
tiplicateur §x. 

Négatif (nombre) (voir). 

Népérien (logarithme) = log. 

Nombre = No, Nj, n, R, r, Q, q, q', 
qn, Num, B, etc. 

Nombre composé = Nj-Np. 

Normal (plan) §vct P70. 

Numérateur §/, §nt. 

Ordonnée, voir Coordonnées. 

Osculateur (plan) = planOscul. 

Pair (nombre) = 2No, ou 2n. 

Parallèle, parallélogramme, paral- 
lélépipède §vct P70. 

Parfait (ensemble) %X, 

Partie entière §E. 
» fractionnaire %fi. 

Perpendiculaire §vct P70. 

Polynôme §+. 

Positif (nombre) (voir). 

Produit §X. 

Produits infinis §lim P20. 

Projection §vct P8, P33. 

Proportion §/. 

Puissance §|^. 

-Quadrature du cercle %x. 



Quotient §quot. 
Radical (voir) >J. 
Racine = y| ; carrée = >J ; cubique 

= 'nI- 
Racines (de l'équation gxz=0), = 

X3(gx =0). 
Raison §/, §Log. 
Rapport §/. 
Rayon §vct P70. 

Résidu quadratique de m =n'+nw» 
Reste d'une soustraction §—. 

» d'une division §rest. 

» dans la formule de Taylor 

§D P9, §S P30-2. 
Résultante §vct P3-3. 
Segment de rationels §Sgm. 

» de points §pnt... 
Série ,à termes positifs = Qf N© 

(§limP10...) 

La série u est convergente = 

» à termes affectés de signes 

quelconques = qf No- 

3» harmonique = /Ni. 
Somme §+. 
Soustraction § — . 
Sphère §vct P70. 

Suite; selon les cas signifie Cls, 
qFl"*n, qFNi, et a aussi d'autres 

significations. 
Tangente = rectaTang. 
Terme d'une somme §+. 

» d'une fraction §/. 

» d'une proportion §/. 

» d'une série (voir). 
Théorème = P. 
Trièdre §vct P35. 
Variable; signifie quelquefois q ; 
dans d'autre cas f ou F. Voir %X. 
Vitesse (d'un point mobile p)=: Dp. 
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Publications périodiqiœs 
citées par une abréviation d^ns le F. 

A. Ac. Torino = Atti délia R. Accademia délie Scienze di Torino a.l865... 

ActaPetr. = Acta Academiae Scientiarum Petropolitanœ, 1777-1782. 

AJM. = Amerkan Journal of Mathematics, Baltimore a.l878... 

AM. = Acta Mathematica, Stockholm a. 1882... 

BBonc.= Bullettino di bibliog-rafia etc., di B. Boncompa^ni, Roma a. 1868-87. 

BM. = Bibliotheca Mathematica, Journ. d'hist. d. math., publié par 

G. Enestrôm, Stockholm, a. 1887... 
CorrM.= Correspondance Mathématique etc. publiée par P. H. Fuss St. 

Petersbourg- a. 1843. 
CPetr. = Commentarii Academiœ Scientiarum Petropolitanse, a. 1726-1746. 
CR. = Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris a.l835... . 
IdM. = Intermédiaire des Mathématiciens, Paris a.l894... 
JdL. := Journal de Liouville, Paris a.l836... 
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